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«МАНИ 2 


ОГЛАВЛЕНЕ 
ПЕРВАЯ КНИГА 
дифферондрьяы и се рныя 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. — Безконечно-малыя различныхъ порАдновъь, ихъ употреблеше въ геометри. 


Опред$ лен1я (88 1—10). 

Зам $ на боров ван (88 1-12). | 

Употреблен1е безконечно-малыхъ при р шен1 я. В которыхь 
задачъ. — Опред$ лен1е касательной къ тор крни- 
вымъ (88 13—14) 

Опред $ лен!1е н‹ёкоторыхъ касательныхъ плоскостей (88 5—1) 

Длина дугъ н5‹-которыхъ кривыхъ (88 18—22) | 


Упражненя 


ГЛАВА ВТОРАЯ.— Производныя и дифференшалы перваго порядка. 


Опредфлен1е производной (8$ 23—24). 

Производныя отъ простыхъ функций (8$ 25—31) 

Производныя отъ обратныхъ функций ($ 32—35). 

Нроизводныя функц1й отъ функций ($88 36—38). 

Производная отъ произведен{я ($ 39). Е 

Производная отъ частнаго (8 40). 

Производная отъ степени (8 41). 

Производная отъ 4” (8 42). 

Н$которыя приложения (8 43). 

Употреблен{е производныхьъ при изси & дован{ и функц й < 44). 

Порядокъ величины безконечно-малой производной (8 45). 

Дифференц1алъ функц!н отъ одной перемфнной (88 46—49) °.. 

Частныя производныя В" отъ ифсколькихЪъ перем$6н- 
ныхъ ($58 50—52)...... с 

Дифференц!адлъ ри отъ НЕСКОЛЬКИХ перем $ нныхъ 
(88 53—57) в 

Производныя отъ сложныхъ фу нк (8$ 58—59). 

Производныя отъ неявныхъ функций. (6$ 60—67) 


'Упражненя 


Стран. 


13 
18 


р. 


е 


ЧРЕЗ нЕмн 


| 


ЕВЕ 


ГУ 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ.— Функщональный опредфлитель . 


Опред $ лен1е опредълителей (8$ 68--70). 

Опред $ лен1е рункцтональнаго а ии (85 71—12). 
Случай, когда опредфлитель равенъ нулю (88 73—74) 
Опрех $ лпитель енстемы функций отъ функити ($ 75). 
Опред$ литель системы обратныхъ функи:й ($ 76) 
Приведен1е опредфянтеля къ одночлену ($ 77). 
Упражнен!я . 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. — Аналитическая теорйя васательныхъ: линй и касательныхъ плоскостей 


\ равнен1я касательной и нормали къ илоской кривой (88 78—82). 
Опред $ лен1е н<-которыхъ касательныхъ (88 83—86). | 
Зам Б чан!е, относящееся къ предыдущим ъ задачамъ (8 87). 


`Басательныя къ кривымъ, отнесеннымъ къ полярнымъ коордн- 


натамъ ($88 88—90). го д О. м с Е о 2 © АА 
Касательныя къ кривымъ двоякой кривизны ($88 91—92). 
Бривыя на шарЪ (8 93) 
У равнен1е плоскости, касательной къ оао. (8 94) 
Уравнен1е нормали (88 95—97). 


в н$которыхъ касательныхъ плоскостей (85 98— 103). 


Огибающ!я кривыя и поверхности ($88 104—108). 
Приложен1е къ н5которымъ примф5рамъ ($5 109—113). 


Упражненя 


ГЛАВА ПЯТАЯ. — Дифференщалы нёкоторыхъ фуннкщй, заданныхъ геометрически . 


ДЛифференц1алъ площади, взятой на плоскости (88 14—17). 

Дифференц1алъ дуги кривой (58 И8—122) а м а 

Дифференц1алъ дуги кривой въ криволинейныхъ координа: 
тахъ ($88 123—130 . 


Упражненя 


ГЛАВА ШЕСТАЯ.— Производныя и дифференцалы порядка выше перваго 


ЛАВА СЕДЬМАЯ.—Замфна перемфнныхъ. . 


Опред$лен1е производныхъ высшаго порядка (8 132). 
Опред$ лен1е хифференцталовъ высшаго норядка (88 133—138). 


Опред$ лен1е посл5довательныхъ производныхъ отъ фУНКИН и 


(88 139—145). о оо. о мое а мо 2-е 
Числовое значен1е н$5фкоторыхъ производныхъ, когда пере- 
мфнная обращается въ нуль (88 146—153) . Е 
Нроизводныя и дифферени!алы высшаго порядка для 1 функц 
отъ ибосколькихЪъ независимыхъ А РАЕН 
при этомъ обозначенте (8 159) 
Возможность м5нять порядокъ а (88 160—161) . 
Дифференц:алы различныхъ порядковъ для функд!й отъ н$- 
сколькихъ перемф$нныхьъ (88 162—164). | 
Производныя высшаго порядка отънелвнихь функц! я (88 165—168) 


Упражнен1я 


Вя!1ян1е независимой неремфнной на о нае порядка 
выше перваго (88 167—168). 


Стран. 
р 


88 


109 


110 


110 
1]2 


11% 
123 
125 
125 
125 
128 
186 
150 
150 
152 
155 


160 


160 


Стран. 
Замфна независимой перем %нной (86 169—172). .... за © Е 
Одновременная замфна всфхъ перемф$нныхъ (88 13—15). .... 164 
(Случай многихъ независимыхъ перемфнныхтъ (88 176—178). .. . 16 
Случай замфны функций ($ 119). уе ини. 10 
Примфры (88 180—185)... Ш 
УПражиенеий».. ооо а ра в орг оба 
ГЛАВА ВОСЬМАЯ.— Составлеме дифференщальныхъ уравненНй. ............ 183 
Опред$ ленте дифференц1альныхъ уравнений ($8 186—187). ... . 183 
Исключен!е ностоянныхьъ (8$ 188—190)... 15 
Исключен1е постоянныхъ въ уравнен1яхъ съ н5сколькими 
независимыми перем нными (88 191—196)... 181 
Исключен1е произвольныхъ функций (88 197—201). .... 198 
Уравнен1я въ частныхъ производныхъ различныхъ классовъ 
поверхностей (88 202—213). ..... ь оо оьньа 4% 
Зам Бчательное введен!е ооо уравнен1я въ 
одну ариеометическую задачу ($ 214)... 21 
Полныя дифференц1альныя уравнения (215—219)... . 23 
Упражнемщя` “лик + ео еее на 3 
ВТОРАЯ КНИГА 
Развертыван1е въ ряды 
ГЛАВА ПЕРВАЯ—0бщее учене о рядахъ . . еее 0 
Опред$ ленля (8 220)... . ао а ных 0 
Примф$ры радовъ (88 221—227). Е 220 
Необходимость изсл$ дован1я сходимости | унотребаяеныхь | вВЪ 
математик рядовъ ($8 228). ..... : 225 
Теоремы о сходимости рядовъ съ положительными членамн 
(88 229—241). . .. го а м а № посев © 2.2 ах © о 2 
Правило Гаусса ($ 242). пои ое о ПА. 2 
Методъ Куммера ($88 243—245)... .. : . №. . 241 
Ряды съ членами поперем$ нно положительными н а 
ными ($$ 246—248)... еее еее 2 
Мнимые ряды ($ 249). ... оо 3 а со оешеа №. ЭЮ 
Преобразован!е Эйлера (58 250—252). Е и... 
Методъ Стирлинга (88 253—254). еее еее ее 954 
Методъ Куммера (88 255—257)... ... .. 356 
Ряды, расположенные по стененямъ прений '(96 258—262) ‚= 9602 
Непрерывность рядовъ (88 263—268)... еек № 
Перемножен!е двухъ .рядовъ (88 269—271)... 
Упражнен!я Я Е о ‘993 
ГЛАВА ВТОРАЯ.— Теорема Тэйлора. . .. ое: см д. к № ВО В 2 к Е © 2 
Доказательство Тэйлора (8$ 212), р ох са Ал А О 
Выражен!е остатка ряда ($ 273). еее ен 26 


Второй видъ остатка ($ 214). еее еее 8 


УТ 


Грет!й видъ остатка ($ 275). 

Безконечно-малое п о ра (6 276) 
Зам 5 чан1е относительно ряда Тойлора (8$ 277). 
Формула Маклорена (38 218—219). 

Н.$ которыя разложения въ ряды (86 280— 306) | 
Н$5которыя приложен1я теоремы Тиэйлора ($86 307—308). 


Упражненя ....... ,ь 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ.— Н+%воторыя разложеня въ ряды 


Рядъ Бернулли (88 309—310). 

Формула Лагранжа (58 3И— 313). 

Второе доказательство формулы аа А (6 314). 
Приложен!1я формулы Лагранжа и 315—320) 

Рядъ Бурмана (8$ 321—322) . 

Рядъ Абедя ($ 323). 

Методъ неопред $ ленныхъ ее С 9 бб: (88 324—336). 
Теор1я производящихъ функций (88 337—342). 

О символическом ъ обозначении (343—346). 

О числахъ Бернулли (88 347—353). 
О функц!яхъ, названныхъ на олрь Хх. (86 354—358). 


Упражнен!я 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. — Функщи отъ мнимой перемфнной . 


Опредфлен!е мнимой функции (88 356—364) 

Опредл$ лен1е н<5которыхъ простыхъ функций (88 365—31 ) 

О функцуяхъ недостаточно опредфленныхь (88 373—377) . 

Разложен1е въ рядъ мнимыхъ функций (8$ 378—380). 

Разложен1е К1-- 2) (88 381—383) и > ф м 

Разложенте (1 -- #)*(88 384—386) в № а 

Н$5которыя разложения въ рядъ, выведенныя изъ разомотрьн! я 
мнимыхъ функ! Й (58 387—390). 


Упражненя 


ГЛАВА ПЯТАЯ.—Разложене функщй отъ многихъ перемфнныхъ . 
Распространен1е теоремы в на функц!ю отъ двухъ пе- . 


рем нныхъ (88 391—395) 
Символическое выражен!1е теоремы ож (8 396). 
Распространен1е формулы Лагранжа на функд!и отъ двухъ 
перм$ нныхъ ($ 397). 
Доказательство Якоби (88 398—399) 


ГЛАВА ПГЕСТАЯ.—Разложеня въ произведеня съ безнонечнымъ числомъ множителей 


Условте сходимости безконечныхъ произведений (88 400—403). 

Выражен!1е н5которыхъ функп1й въ вид безконечныхъ про- 
изведен{й ($38 404—405). 

Выражен!е н‹5которыхъ а функц: (86 406—408). 

О иёкоторыхъ рядахъ, вытекающихъ изъ предыдущихъ фор: 
мулъ (88 409—415). . = 

Формула РИ 416—418) 


‚ор астрал 


Стран. 
279 
280 
280 
282 
288 
301 
303 


390 
394 


394 
399 


404 
404 


41] 


414 
419 


422 
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Стран. 

|`ТАВА СЕДЬМАЯ.—Разлоненя въ непрерызныя дроби... и... 4% 
| Опред $ лен1е непрерывныхъ дробей (8 419). ... .... 45 
Преобразован{1е ряда въ непрерывную дробь (8$ 420— 425) .... 45 
Выражен1е функции подъ видомъ непрерывной дроби (86 426—433) 430 
Упранненя‚ 5 & 5 ооо мое ао. 6 
ГЛАВА ВОСЬМАЯ.—Теоря вычетов (ии. 44 
Предварительныя замъчатя (88 434—435). 4№ 
Нахожден1е вычета ($$ 436—437)... 4843 
Обозначен1я Кошн ($ 438). . .. сы 3 ме в 5 за 2 38 
Теоремы, относящ!яся къ вычетамъ —(5 439—441). фан 
Сумма вычетовъ рац1ональной функции (85 442—443)....... 449 
Изм нен1е независимой перем$нной (88 444—446)........ 4 
Н$которыя приложен1я теор1и вычетовъ ($ 447). ........ 456 
Вычислен!1е симметрическихъ функцуй (38 448—450)....... 457 
Упранненя .. (ии. 464 
ГЛАВА ДЕВЯТАЯ. —Выраженя неопредфленнаго вида и теоргя особенныхъ точенъ ..... . 466 
Дроби, принимающ!я видъ р ($$ 451—452)... 486 
Дроби, принимающтя видъ — ($8 453—455)... 488 
Друг1е виды неопред 5 ленностей ($ 456)... 40 
Н5которые примБры ($$ 457—461)... 40 
Теор{я особенныхъ точекъ . . .. ое. 45 
Опредф ления ($ 462)....... хм 15 
Аналитическ1й признакъ особенныхъ точекъ , (88 463— 468) .. . 46 
Особенныя точки поверхностей ($$ 469—470... ......... 488 
я а а ао ме нь 8 
ГЛАВА ДЕСЯТАЯ. —Теоря значенй тахйпа и шиита еее. 489 
Мах1та и ш!10!та функц1й отъ одной перем нной ($5 412—478) . 489 
Геометрическое рф шен1е н55которыхъ задачъ (8 479)... . 496 
Мах!1щма и ш!ш1щта функц1й отъ двухъ перем$нныхъ (85 480—481) 496 
Функц!1и отъ большаго числа перемф$нныхъ ($8 482—483). .... 498 
Мах!та и ш1п1та неявныхъ функций (58$ 484—487) .`...... 50 


Разыскан1е выражен1я даннаго вида которое въ извфст- 
ныхъ предфлахъ, наимен$е уклонзется отъ данной 


функи1и (85 488—491. „ие... 505 
Упранненя „уе еее н. . 54 


ТРЕТЬЯ КНИГА в. 
Геометрическая приложения. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ.—НКривизна плоскихь лин. еее а 56 


Что такое кривизна ($ 492). ... и: 58 
Опред $ лен1е кривизны и рад1уса кривизны 8$ 493—494) . КЕ ы О 


УШ 


Выраженте для рад1уса кривизны ($ 495). 
Кругъ кривизны перес$ кастъ кривую ($ 496). 
Разяличныя выражен1я для рад1уса кривизны (8$ 497— —503) 
Приложен1е къ н‹5которымъ примфрамъ ($ 504). сазан 
Геометрическое о Е рад1усовъ крни- 
визны (505—506) 
Крявизна оо ви ЧИНТЙ (88 507—515). о: мы. © 
Приближенное выражен1е н5которыхъ безконечно-малыхт ве- 
личинъ ($$ 515—518) о ва № ко 2 аа ео 
Разность касательныхъ, проведенныхъ въ концахъ дуги н 
оканчивающихся въ точкф ихъ встрёчи (88 519—521) 
ТГеор!1я эволютъ ($$ 522—526). 
Примфры яволютъ ($88 527—532). 


Соприкосновен{я различныхъ порядковъ 


Опред $ лен1е порядка касания ($8 533—538). 
Соприкасающаяся кривая (8 539). 
Соприкасающийся кругъ ($8 540—541). 


Упражнен!я 


ГЛАВА ВТОРАЯ.—Иривизна линй, нанесенныхъь на сферф. 


Опред $ злен!е геодезической кривизны ($ 542) 

Кривизна малаго круга (8 543). 

Кругъ кривизны (8 544). 

Полюсъ круга кривизны (8 545). г, © 2 к а ще в Ра 

Различныя выражен1я геодезической кривизны сферической 
лин1и ($$ 546—552) 

Теортя сферическихъ эволютъ ‚ (88 553—555). 

Кривизна ортогональныхъ траектор1й на сфер (555— 561) 


Упраннен!я 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ.— Сопринасающаяся плоскость кривой двояной кривизны . 


’Опред $ зенте соприкасаюжейся плоскости (88 562—570). 


Огибающая поверхность. для соприкасающихся плоскостей 
(86 571—573) 
Уравненте соприкасающейся ПЛОСКОСТИ (88 514—577) . 


4 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ.— ДвЪ нривизны кривой, соприкасающийся нругъ и соприкасающся шаръ или 


сфера И: озсшагсе) . 


Опред $ лен1е кривзны (88 578—579). 

Опред$ лен1е второй кривизны ($ 580) 
Отношен1е обфихъ кривизнъ (8 581) 
Кругъ кривизны (8 582)... . 
Соприкасающ!йся кругъ (8 583) 
Вычисаен1е рад1уса кривизны (8$ 584—586) . 
Главная нормаль (88 587—588) . 

Выражен1е второй кривизны (8 589) 
Формулы Серре (8$ 590—592). 


} 


"Ось орет сь плоскости (4 593—595) . 


ол 
549 
553 
585 


55 

561 
562 
568 


565 
565 
565 


566 
566 


599 
600 


60] 

601 

602 
60Б, 
607 
602 
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Стран. 
Поверхность служащая геометрическимъ ибстомъ главныхъ 
нормачей ($$ 596—600)... бота о оса 
Соприкасающаяся сфера (8$ 601-602) ид. Шо & в ЭМ 
Опред $ лен1е соприкасающейся сферы ($$ 603—607) . г о 5 © ща м 
Опред $ лен! е нфкоторыхъ безконечно-малыхъ величинъ 
(8 608—609). Бы о са 622 
Онпредф лен1е эволюты ($ 610) ее 625 
Дяина дуги рволюты ($8 611—614). ..... ще а Ш 2. о а 3900 
Поверхность, служащая м о ИЪСТОМЪ ЭВОЛЮТЪ 
(85 615—621). ох Ш х 628 
У равнен1е эволютъ (8$ 622 —623) . о 3 & ео еее 0 
Упражнения 63+ 
ГЛАВА ПЯТАЯ.— Теорйя нривизны поверхностей. .. еее 085 
Кривизна нормальныхъ сЪченуя ($88 624—628)... 035 
Бривизна наклоннаго сфченля ($ 629)... 089 
Кривизна лин!1и двоякой кривизны ($ 630). сша ов ЗЫ 
Геохезическая линуя (11спе ш!01та) на а КОВКОлНо поверх- 
ности (5$ 63). ........., о а а а ая 641 
Боле общ1я формулы, относяжляся къ какимъ-угодно осямъ 
координатъ ($$ 632—637). 42 
Геометрическое доказательство предыдущихъ теоремъ ...... 69 
Индикатриса (5$ 638—639)... .. га 3 м. м в 2 © 940 
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ПЕРВАЯ КНИГА 


Дифференщалы и производныя 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 


Безконечно-малыя различныхъ порядковъ, ихъ употреблеме въ геометрии 


ОПРЕДЬЛЕНТЯ 


$ 1. Безконечно-малою или безконечно-малымь количествомь называется такое число 
или такая перемённая величина, которая, неопредфленно уменьшаясь, приближается 
къ нулю какъ-угодно близко, никогда его не достигая. 

Если одновременно разематривается нЪфсколько безконечно-малыхъ, то одна изъ 
нихъ по пропзволу принимается за славную дезконечно-малую, при чемъ вводятся слЪ- 
дуюнйя опредФления. 

Безконеино-малою перваю порядка называется всякая безконечно-малая, отношение 
которой къ главной безконечно-малой стремитея къ конечному предфлу въ то время, 
когда обБ он неопред$ленно приближаются къ нулю. 

Безконечно-малою второю порядка называется всякая безконечно-малая, отношенте 
которой къ квадрату главной безконечно-малой стремится къ конечному предЪлу. 

Вообще, дезконечно-малою п-0 порядка называется безконечно-малая, отношете 
которой къ я-ой степени главной безконечно-малой стремитея къ конечному пред$лу. 

Не слфдуетъ думать, что всякая безконечно-малая непремфнно будетъ опредЪ- 
леннаго порядка; въ самомъ дфлЪ, мы ветрЪтимся съ такими безконечно-малыми, что 
порядокъ одной изъ нихъ не совпадетъ съ порядкомъ какой-либо степени другой. 


= . . а 
Пусть а и В будуть такя безконечно-малыя; отношене З не можетъ им ть конечнаго 


предъла, потому что въ противномъ случаз онф были бы одного и того же порядка. | 
Если этотъ предЪлъ есть нуль, то говорятъ, что ях — выешаю норядка, ЧЪыъ. Р- и— 
наоборотъ, если этотъ предФлъ равенъ безконечности. 
Изъ предыдущихъ опред$лен!й, очевидно, вытекаетъ, что если _дв% безконечно- 
малыя соотвЪтственно порядковъ пи ”, то ИХЪ У ов порядка Жтв.. ко" 


ДИФФЕРЕНААЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНЕ ь 4 


8 2. Пусть ®(5) есть какая-нибудь функшя отъ перемЪнной 1; придагля г 0ез- 
конечно-малое приращене / и принимая это послднее за главную безконеч::^-: т ту. 
мы найдемъ, что соотвфтственное безконечно-малое приращене функщи, $(и--и:--тр), 
есть безконечно-малая перваго порядка; исключевя могутъ быть только для частных ь 
значен1й перем нной х. 


_ „ * (х > й) д х 
Въ самомъ дЪл5, если бы было иначе, то отношение У НН при каКозъ- 


угодно значени т имЗло бы пред$ломъ нуль или безконечность. Оба эти предположеня 
недопустимы. 

Предположимъ сначала, что разсматриваемое отношен1е им$ло бы постоянно въ 
предЪлЪ5 нуль въ то время, какъ х оставалось бы въ нфкоторыхъ пред$лахъ. Пусть 
«и 6 обозначаютъ два значеня т, выбранныя произвольно въ этихъ пред$лахъ; раз- 
дБлимъ промежутокь 6 — а на п равныхъ частей, назовемъ значене мк КАЖДОЙ ИЗЪ 
этихъ частей черезъ й и положимъ: 


9(&а-- 7) — (а) т. 

й и 
(а-- 21) — 9(а +1) г 
о 





ы 


(1) 


©(а + ий) — а - (п — 1)й] 


® ® 
Е 


й 


> 


Нри безпредВльномъ увеличени » величина № стремится къ нулю, а также, по 
нашему предположен1ю, стремятся къ нулю Ё, ЁЕ.,..., Г». Складываемъ теперь 
почленно всЪ уравненя (1), предварительно умноживъ обЪ части каждаго изъ нихъ 
на й; находимъ: | 


е(а-- ий) — (а) = $6) — ®(а) = ИШЕ - В... В]. 


Пусть и есть наибольшее по абсолютной величин® изъ количествъ: №, №.,..., Ш, 
при чемъ само у безконечно-мало: изъ предыдущаго равенства мы можемъ заключить, 
что 2(6) — <(а) по абсолютной величин меньше произведеня Лит, иначе говоря, что 
эта разность, по абсолютной величинЪ, меньше произведенля 7(6 — «), такъ какъ ий = 
—6 — а; принимая же во внимаше, что ч безконечно-мало, мы не можемъ допустить, 
чтобы разность $(5) — ®(а), которая, надо замЪтить, совершенно не зависитъ отъ й., 
имфла бы какое-нибудь конечное значен!е; слФдовательно, эта разность равна нулю, 
Т.-е. оба значешя функши 2, выбранныя произвольно, равны между собою, а это зна- 
читъ, что наша функтя есть постоянная величина. 

Такимъ образомъ доказано, что приращен1я функщи, не приводящейся къ по- 
стоянной величинЪ, не могутъ быть безконечно-малыми порядка высшаго, чфмъ со- 
отв$тетвенныя приращевня перемфнной, если только не принимать во внимаше исклю- 
чительныхъ значений этой перемнной. Отсюда можно заключить непосредственно, что 
отношен!: 


не можетъ также возрастать безпред®льно при й, стремящемся къ нулю, или, другими 
словами, что приращене № перем$нной не можетъ быть безконечно-малою порядка 
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высшахго, ч$мъ приращете функцш. Не трудно замфтить, что послёдюй выводъ тож- 
дественъ съ предыдущимъ. Въ самомъ дЪлЪ, при одновременномъ разсмотрё и фунхши 
2(х) и перемБнной „, оть которой она зависитъ, мы можемъ самую функщю обозна- 
чить одною буквою у и принять ее за перемЁнную, отъ которой х будеть уже функшею 
‘.(и). Чтобы вполн$ уб$диться въ этомъ, стоитъ только (5) считать ординатою кривой, 
заданной уравнешемъ: у= $(х); дфйствительно, построивъ эту кривую, мы тотчасъ 
замЪтимъ, что абсциссу какой-нибуль ея точки можно принять за функшю отъ орди- 
наты совершенно такъ же, какъ раньше мы принимали ординату за функшю отъ 
абециссы; а такъ какъ у насъ доказано въ общемъ видЪ, для одной изъ этихъ вели- 
чинъЪ, что ея безконечно-малое приращене не можетъ быть высшаго порядка, ч$мъ 
для другой, то наше предложение непремБнно будетъ справедливо для каждой изъ нихъ, 
т.-е. что оба приращеня должны быть одного и того же порядка. 


$ 3. Какова бы ни была функщя ©(х), отношете А, по предыду- 


щему, иметь конечный предфлъ при й, стремящемся къ нулю; этотъ предфлъ есть 
новая функщя отъ х и называется зроизводною функизи о; ее часто обозначаютъ тёмъ 
же символомъ, что и данную функщю, только со значкомъ наверху; такъ, напр., $ (5х) 
есть производная 5(т). 

Разыскате и изслЪдован!е производныхъ весьма, важно въ исчислети безконечно- 
малыхъ; мы посвятимъ этому н$еколько главъ. Ближайшая же наша цф$ль—дать н$- 
сколько примБровъ безконечно-малыхъ различныхъ порядковъ. 

Непосредственно мы приведемъ нфкоторыя геометрическя слфдетыя изъ преды- 
дущаго предложеня. 

8 4. Если координаты точекь кривой выражены в5 функции от перемюнной а, что, 
очевидно, можеть бъйть выполиено для какой-уюдно кривой обезчисленнымь миожествомь 
110606065, по разетояте двухз осзконечно-близкихь точек этой кривой есть дбезконечно- 
малая тозо же порядка, что в разность соопвьтетвенныхь значенй а. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть х и уобозначаютъ координаты одной изъ точекъ, (2-й) 
и (/--^) — координаты другой и с—приращеше для а; тогда, такъ какъ хиу суть 
функщи отъ а, изъ общей теоремы вытекаетъ, что ихъ приращения, какъ й, такъ и К, 


< 


будуть одного и того же порядка съ 5. Съ другой же стороны, 


Р-Н А? й \? й \? 
РУ (7-6, 
откуда слфдуетъ, что это отношеве имфетъ конечный пред$лъ, что и доказываетъь 
наше предложене, потому что У? —- ^* есть разстоян1е между двумя разсматриваемыми 
точками. | .. 

Это предложене справедливо и для кривыхъ двоякой кривизны; если х, у, 2 ко- 
ординаты какой-нибудь точки такой кривой и выражены въ функши отъ одной и 
той же перем$нной «, то при безконечно-маломъ приращени 6 для величины а, ко- 
ординаты 2, у и г перейдутъ соотвЪтственно въ 2--й, у-- К, 2г--1, при чемъь #, Ки] 
будутъ одного порядка съ 6. Съ другой же стороны, | 


ИРУ (5) + (57+ (5); 


5 
1+ 


в 


откуда слфдуетъ, что отношен1е разстоявя двухъ безконечно-близкихъ точенл, =”, 
соотв$тетвенному приращеню «х стремится къ конечному пред$лу. 

8 5. Если точкаме одной кривой соотвитотвують точки друлой кривой таннгь 
образом, что дая точки, выбранной на одной изз них, найдется ей соотвпииетвениея 
на друзой кривой вполиь опредъленная, то разстояме между двумя бесконечно-близкнми 
точками на одной изъ кривыхь будеть тою же порядка, что и разетояте между двумя 
соотвътственными точками па друрой кривой. 

Въ самомъ дЪлЪ, если предположить, что координаты х, у, $ точки первой кривой 
выражены въ функщи отъ перем нной а, то и координаты х., у, 2, соотв5тственной 
точки второй кривой также выразятея въ функши оть «. Поэтому, если желательно 
разсмотрёть дв безконечно-близмя точки на одной изъ кривыхъ и имъ соотвЪт- 
ственныя на другой, то достаточно приписать о два безконечно-близкихъ значеня: 
а И а—-6. По предыдущему, разстоятя между полученными такимъ образомъ точками 
будуть оба одного порядка съ 0; значитъ, они суть безконечно-малыя одного и того же 
порядка. | 

Поэтому, какъ только будетъ доказано, въ какомъ-нибудь частномъ случаф, 
что разстоян1е между двумя безконечно-близкими точками на второй кривой постоянно 
остается безконечно-малою высшаго порядка относительно разстояв1я между со- 
отвфтственными точками на первой кривой, то необходимо заключить, что коорди- 
наты точекъ второй кривой суть постоянныя и что самая кривая приводится къ 
ТОЧЕЪ. 


$ 6. Если прямая лимя перемъщается в5 пространствъ по какому-нибудь непре- 
рывному закону такимь образом, что каждое изь ся положен соотвтутствуеть одному 
#35 значенй перемльниой а, то уюль между двумя дбезконечно-близкими положвечями 
этой прямой есть тозю же порядка, что и разность межюду соотвютетвениыми значе- 
ями а. м 

Для доказательства предположимъ, что черезъ начало координатъ О проведены 
параллельныя различнымъ разематриваемымъ прямымъ; углы между ними, очевидно, 
будутъ таке же, какъ и между нашими прямыми. Такимъ образомъ мы получимъ 
конусъ, производяпия котораго соотв$тетвуютъ различнымъ значешямъ перем нной о. 
Если перес$чь этотъ конусъ шаровою концентрическою поверхностью радуса, рав- 
наго единиц, то каждому значеню а будетъ соотв$тствовать точка кривой перес$- 
ченя. Поэтому, разематривая два безконечно-близкихъ значення этой перем нной, «и 
д—-6, замфтимъ, что соотвЪтетвующя имъ точки Л и М! на кривой относительно 
разстояя того же порядка (5 4), что и 6, и елБдовательно, въ равнобедренномъ тре- 
О _ ММ! 
В 

$ 7. Юсли точки какой-нибудь одной поверхности соотвитствують точкам дррой 
‘поверхности такимъ образом, что для точки, выбраниной на одной из5 нить, найдется 
-й соотвттетвенная на друюй поверхности вполни опредъленная, то разстояие между 
двумя’ безконечно-бдизкими точками на одной изъ поверхностей будеть тозо же порядка, 
чтю и разетоянае между соотвутственными имз точками на друмой поверхности. 

__. Въ самомъ дЁлЪ, разсмотримъ двЪ точки А и В на первой поверхности и имъ 

. соотвфтетвенныя. Ри 9 на второй поверхности. Предположимъ, что В приближается 


угольник$ ОМЛГ уголь О такого Же порядка, какъ и 6, такъ какъ $ш 
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къ 4 по н$которой кривой на первой поверхности; въ такомъ случаЪ 09 въ то же 
время будеть приближаться къ Р по соотв$тетвенной кривой. Если мы обратимъ 
исключительно наше внимане на эти двЪ кривыя, то встр$тимся съ случаемъ, уже 
разсмотр$ннымъ выше, и можемъ вывести изъ сказаннаго тамъ (8 5), что родни 
АБ и Ро—безконечно-малыя одного порядка. 

$ 8. Приведемъ теперь примфръ безконечно-малой второго порядка. Раземотримъ. 
какую-нибудь плоскую кривую и касательную къ ней въ точкЪ ЛГ. Если изЪ точки 
ЛГ, взятой на кривой на безконечно-маломъ разстоянйи перваго порядка отъ точки 21, 
опустимъ перпендикуляръ ЛГР на эту касательную, то М’Р будетъ безконечно-малою 
второго порядка (черт. 1). 





Черт. 1. 


Прежде всего, разематривая треугольникъ ЛР, не трудно замЪтить, что М’Р 
есть безконечно-малая порядка выше перваго; въ самомъ дфлЪ, въ этомъ треугольник® 
т = за РММ’ 

и такъ какъ уголь РММ’, очевидно, безконечно-малъ, а М1 — перваго порядка, то 
М’Р есть безконечно-малая высшаго порядка (8 1). Намъ остается доказать, что 
зп РИМ’ или, что все равно, уголь РАМ’ есть безконечно-малая перваго порядка, 
потому что тогда перпендикуляръ Л.Р явится произведетемъ двухъ безконечно-малыхЪъ 
перваго порядка и, сл$довательно, самъ будетъ второго порядка. Чтобы это доказать, 
раземотримъ касательную къ данной кривой въ точкё М’. Пусть Г обозназаетъ точку 
встрфчи обфихъ касательныхъ; называя черезъ = уголъ между этими двумя касатель- 
ными, мы можемъ, очевидно, написать: 
в = ГММ' ММ, 

откуда слдуетъ, что е того же порядка, что и углы ГММ' и /М'М; поэтому доста- 
точно установить, что уголъ = — перваго порядка, а это не трудно сдфлать, основы- 
ваясь на 8 6-мъ. Въ самомъ дЪлЪ, направлене касательной въ точкЪ 1/ опред$ляется 
абсциссою точки 1Л[; значитъ, если эта абецисса увеличится на безконечно-малую 
величину перваго порядка, то касательная пойдеть по новому направленю, образуя 
съ прежнимъ уголъ первато порядка, равный точно величии$ с. 

ОтмЪтимъ непосредственное слфдетые изъ предыдущаго предложеня. Если ИЗЪ 
нфкоторой`точки О опустить перпендикуляръ ОР на прямую АВ и затёмъ соединить 
точку О съ точкою Р’ на той же прямой, отстоящей отъ точки Р на безконечно- 
близкомъ разстоянши, то, принимая РР’ за главную безконечно-малую, увидимъ, что 
разность ОР' — ОР будетъ второго порядка; дЪйствительно, она равна отрфзку лиши_ 
ОР’, заключенному между кругомъ, описаннымъ изъ точки 0, какъ изъ центра, 
радусомъ ОР и касательнюю РР' къ этому кругу. 


8 9. Это предложене справедливо и для кривыхь двоякой кривизны. Если въ 
точк$ М н%®которой кривой двоякой кривизны провести касательную къ этой кривой, 
то разстояте касательной до точки Л/’, находящейся на нашей кривой на безконечно- 
близкомъ разстоянши отъ 4/, есть безконечно-малая вторсго порядка относительно 
отрфзка МАГ, принимаемато за главную безконечно-малую. Въ самомъ ЛЪлЪ, яено, 
что разстояше точки до прямой того же порядка, что и разстояше между проэкшями 
этой точки и прямой на произвольную плоскость. Поэтому, данную кривую можно 
замфнить ея проэкщею на нЪзкоторую плоскость, не изм$няя порядка разематриваемаго 
нами разстояня, а это значитъ, что это разетояне по теоремЪ, относящейся къ ило- 
скимъ кривымъ, есть второго порядка. 

$ 10. Геометрая даетъ намъ также простые примфры безконечно-малыхъь порядка 
выше второго. 

Разсмотримъ какую-нибудь плоскую кривую и ея касательную въ точкВ 4/ 
(черт. 2). Если на этой касательной взять безконечно-малую длину Л/Т и возставить 
въ Т перпендикуляръ 71, пересВкаюций кривую въ ЛГ, то ТМ’ будетт, безконечно- 





Черт. 9. 


малая второго порядка (8 8); поэтому, полагая МТ = 7, мы можемъ написать: ТМ' = Кй?, 
тд К имфетъ конечный предфлъ при й, стремящемея къ нулю. Ведемъ теперь кругь 
ражуса А, касательный въ М къ данной кривой и расположенный вмфетЪ съ кривою 
по одну сторону отъ касательной. Продолжая линю ТМ’ до ветрЪчи съ кругомъ въ 
точк$ М”, находимъ, по извЪстному свойству круга, что 


2 
кк МТ Ем В 
11 = 22— ТМ"  528-ТМ" 





и, елфдовательно, 


М.М" = ТМ"— ТМ = (к-тит— К). 


Отеюда сл®дуетъ, что если опредфлить В такимъ образомъ, чтобы (- в—> И — К} 
въ предёлВ равнялось нулю, т.-е если положить = р. гдЪ К, есть предёлъ К, то 
разстояне М М” будетъ ‘безконечно-малою порядка выше второго. 

`Итакъ, существуеть въ каждой точкЪ плоской кривой такой касательный круть, 
который около точки касаня безконечно боле близокъ къ кривой, чмъ касательная 
прямая. Этоть кругъ, играюний` большую роль при изучени кривыхъ, называется 
оотрикасающимся кругомъ. 
'Замфчане. — Предыдупия теоремы могут быть неприложимы КЪ особеннымъ 


ф(ж + — $ (2) 


5 тошамь это о бываеть. ВЪ томъ скучат, сели отношене -, предъль котораго 
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не можетъ постоянно равняться нулю, можетъ стремитьея къ нулю при частномъ 
значени перем нной. 


ЗАМЬНА БЕЗКОНЕЧНО-МАЛЫХЪ 


$ 11. Безконечно-малыя почти всегда употребляются, какъ посредетвуюцая 
величины, и входятъ въ разсуждеюмя то въ вид$ отношенй, имфБющихъ конечные 
предзлы, то въ вид суммы безпредфльно возрастающаго числа слагаемыхъ. Когда, 
такимъ образомъ, имФется въ виду разыскане предзла отношевшя или предфла суммы, 
то часто вопросъ можно упростить при помоши сл$дующаго принципа: 

При разискати предъла отношешя или предпла суммы можно замишть одну 
оезконечно-малую друзою, отношене которой къ первой в5 предъль равно единиц. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть а, Вич,, В' дв пары такихъ безконечно-малыхъ, что 


Пт -— =], Бш-ы- = 1. 
Пишемъ тождество: 
и о! а ы! 
АГ 35% У а р" 
& 
имБя въ виду, что ый -3 имфютъ предфломъ единицу, переходимъ къ предЪлу: 


а ИЕ а 
Ша 3 — Ш г 


Раземотримъ теперь стремящуюся къ конечному предЪлу сумму 


ба и ег в -- бы (4) 
безконечно-малыхъ, число которыхъ и безпредзльно увеличивается, по мёрф того какъ 
онз сами стремятся къ нулю. Пуеть В,, В.,..., В» будутъ друмя безконечно-малыя 
такя, что | 

Ша 3 =1, Пи = 1, И Ш 3" = 1. 


Докажемъ, что сумма (4) будетъ стремиться къ тому же предфлу, что и сумма: 
В -... 4 8». (В) 


ДЪйствительно, написавъ равенства: 


3 а 
= 1-е, Ета, ...) 1-е, 
1 2 п 
ГЛЪ в, <,,..., ен; По предположен!ю, безконечно-малыя, выводимъ изъ нихъ: 


В -- м. + В =, + <, + со а, ае, -- “е,-- аа -Е биз». 


’Далфе, обозначая черезъ у наибольшее по абсолютной величинЪ изъ количествъ: 
„... о (само ч — безконечно-мало), находимъ: 


В-Ь-... НЬ - @-ы-... м) < 1, т +... +5). 


Во второй части неравенства первый множитель 1 стремится къ нулю, а второй 
множитель, по предположенио, иметь конечный ин значить, 0бЪ чумы, (#) И 
(В), имВютъ одинъ и тотъ же предфлъ. 


= 


1) ® 


$ 12. Чтобы двЪ безконечно-малыя я и В могли замфнять одна другую, доста- 


точно, по предыдушему, чтобы пред$лъ отношен1я Е былъ равенъ единиц; другими 


словами, достаточно, чтобы существовало равенство: 


РР =1-ь 


ГД = — безконечно-мало, или, что одно и то же, чтобы 
В — и — ае, 


т.-е. чтобы разность 3 — я была бы безконечно-малою относительно а. Сядовательно, 
теорема 8 11-го можетъ быть прочитана сл5дующимъ образомъ. 

При разыскаши предъьла отношензя или предъьла суммы двь безконечно-малья & и 
3 можно замънить одна друзою, не обращая вниманя на ить разность, лишь бы зполько 
эта разность была дезконечно-малою относительно одной изз низ. 

Эта теорема выражается различнымъ образомъ и имфетъ большое примфнеше 
въ исчислени безконечно-малыхъ. 


УпотрРЕБЛЕН!Е БЕЗКОНеЧНО-МАЛЫХЪ ПРИ РЬШЕН1И НЪКОТОРЫХЪ ЗАДАЧЪ. 
ОПРЕДВЛЕН!Е КАСАТЕЛЬНОЙ КЪ НЪКОТОРЫМЪ КРИВЫМЪ 


$ 13. Мы покажемъ непосредственно пользу безконечно-малыхъ при р$ёшеши 
нЪкоторыхъ геометрическихъ задачъ и сначала опредфлимъ касательную къ н%ко-. 
торымъ кривымъ. 

Чтобы опред$лить въ н$фкоторой точкЪ касательную къ кривой, необходимо, какъ 
извфетно, соединить данную точку касавя съ какою-нибудь близъ ложащею точкою 
на той же кривой и отыскать предЗль направлен1я, къ которому стремится построенная 
такимъ образомъ хорда, по м$рЪ того какъ вторая точка безпред5льно приближается. 
къ первой; короче говоря, нужно соединить данную точку касан1я съ дезконечно ей 
близкою ТочкоюЮ на кривой, при чемъ выражене дезконечно-близкй достаточно для 
обозначен1я безпред$льнаго сближен1я двухъ разематриваемыхъ точекъ. 

Сл$дующая теорема часто оказывается весьма полезною при опредлеши каса- 
тельныхъ. 

Если на, кривой даны двЪ точки: 4 и Л, расположенная отъ 11 на безконечно- 
маломъ разстояни перваго порядка, то предфльное положене №ЛГ не измФнится, если 


М 
м я за М” 


Черт. 3. ." 


подставить на м%ето точки М’ другую точку М”, находящуюся вниз кривой и 
т отетоящую отъ точки М’ на безконечно-маломъ оо высшаго поридия отно- 
сительно ‘нерваго разетоян!я. 
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Въ самомъ дЪлЪ, разсмотримъ треугольникъ МММ” (черт. 3). Такъ какъ 
стороны треугольника пропорцюнальны синусамъ нротиволежащихъ угловъ, то 


т М. 
п”? 


ММ" = ММ' 





поэтому, если ЛГЛ/” безконечно-малая высшато порядка относительно МАГ, то зш 1 
непремфнно безконечно-малая, а сл$довательно, и уголъ 1/-—-безконечно-малъ. Отсюда 
заключаемъ, что оба направленля, 4/1. и МЛ", въ предфлЪ совпадаютъ, что и требо- 
валось доказать. 

$ 14. Приложимъ предыдущий принципъ къ рфшенио н$которыхъ задачъ. 

Задача |1. — Изъ исподвижной точки О (черт. 4) опущены перпендикудяры на 
касательныя 5 плоской кривой; найти. касательную кз кривой, изооражающей звометри- 
ческов мото овповиий этихь перпендикулярове. 





Черт. 4. 


Пусть ОР и ОР’ будуть перпендикуляры, опущенные изъ точки 0 на каса- 
тельныя въ двухъ смежныхъ точкахъ ЛГ и ЛГ; тогда ($ 5) лишя РР’ явится без- 
конечно-малою того же порядка, что и ЛАГ, которую мы будемъ считать за главную 
безконечно-малую. Поэтому, при опред$леши направленя РР’ можно подставить ($ 13) 
вмЪсто точки Р’ другую точку, находящуюся на безконечно-маломъ разстояви второго 
‚порядка. Итакъ, ведемъ черезъ точку 1/ прямую, параллельную касательной 2/'[”; эта 
параллельная пересЪчеть ОР’ въ точк$ ГР”, которая можетъ быть подставлена: вместо 
Р', потому что Р’Р” равно разстояню точки М до касательной въ точкЪ 4/'и есть (8 8) 
безконечно-малая второго- порядка. Далфе, такъ какъ точки Р иР” расположены на 
окружности круга, описаннаго на 01/, какъ на даметрЪ, то направлеше РР” въ пре- 
ДЪЛЪ обратится въ касательную къ этой окружности. Значитъ, искомая касательная 
есть въ то же время касательная къ кругу, проходящему черезъ точки 0, М, Ра 
перпендикуляръ къ этой касательной, называемый нормалью, будетъь прямая, соеди- 
няющая точку Р съ серединою 0, 

Можно еще замЪтить, что рамусы векторы ОМ и ОР, проведенные изъ точки 
О къ обфимъ кривымъ, служащимъ геометрическими м%$стами точекь ЛГ и Р, пере- 
сЪкуть эти кривыя соотвфтственно подъ углами ОМР и ОРТ, равными между “. 
собою, такь какъ они изм5ряются половиною одной и той же дуги въ круг МРО. 


ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕШЕ 2 
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Задача !.—Из5 ньъкоторой почки О опущены перпендикуляры на касательныя 15 
нлоской кривой и каждый изз нихз ОР (черт. 5) продолженз д0 такой точки 4, то 
ОР. 09 —= а?, 10% а сесть постоянная веанчина; найти касательную къ кривой, случай 
зеометрическим5 мистомь точекь (0. 





О 


Черт. 5. 


Пусть @ и © будуть двЪ безконечно-близюя точки разсматриваемаго геометри- 
ческаго м$ета, соотв$тствуюция двумъ касательнымъ МТ и ДГ’, точки касавя ко- 
торыхъ суть Л и М. ИзвЪетно ($5), что разстояюше 90’ есть безконечно-малая того 
же порядка, что. и /ЛГ, которую мы примемъ за, главную безконечно-малую. Такъ же, 
какъ и въ предыдущей задач, ведемъ черезъ точку 21 прямую МР”, параллельную 
касательной МР’, и назовемъ черезъ Р” точку пересБченя этой параллели съ ОГ’. 
Отрфзокъ Р’Р” будетъ, какъ мы замфтили (8 8), безконечно-малая второго порядка, 
ДалЪе, опред$лимъ точку @” такъ, чтобы ОР”. 00" = а?; О'О" есть безконечно-малая 
второго порядка, потому что О есть функщя оть ОР’, а О®" есть такая же функшя 
оть ОР”; поэтому переходимъ отъ одной изъ этихъ лин къ другой, приписывая пе- 
ремфнной ОР’, въ этой функщши, безконечно-малое приращение второго порядка Р’Р”, — 
функщя тогда возрастетъ (8 2) на безконечно-малую @’@” того же порядка, т.-е. 
второго. 

На основати сказаннаго можно подставить вмфсто точки @’ точку ©”, и иеко- 
мою касательною явится предфльное направлеше лини (@(”. ЗамЪтимъ теперь, что 
точки Ри Р” расположены на окружности круга, описаннаго на ОМ, какъ на да- 
метр$, и примнимъ теорему: если нанести на хордахъ круга, проведенныхь изъ 
конца д!аметра, длины, обратно-пропоршональныя самимъ хордамъ, то геометрическимъ 
мфстомъ концовъ этихъ длинъ будеть прямая линя, перпендикулярная въ данному 
д1аметру; въ такомъ случа мы можемъ сказать, что О и (@” лежатъ на прямой, пер- 
пендикулярной къ ОМ, и слфдовательно, искомая касательная совпадетъ съ перпен- 
дикуляромъ ©К, опущеннымъ изъ точки О не ОМ. Изъ подобя треугольниковъ 
ОФК и ОМР елждуеть, что 





ОМ.ОК= ОР. 00 =а?; 
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отсюда заключаемъ, что если поступить съ кривою, являющеюся геометрическимъ 
мЪетомъ точекъ (, такъ же, какъ мы поступили съ данною кривою, то получимъ эту 
послзднюю, а это значить, что обф кривыя можно разсматривать, какъ сопряженныя. 

Задача Ш. — На каждой нормали къ плоской кривой отз почки ея встрьчи св 
иривой отложена постоянная длипа; пайти кавательиою въ зеометрическому мъету 
1014085 этих длиих. 

Пуеть Ми 21 (черт. 6) будутъ дв$ безконечно-близк1я точки на данной кривой, 
а Ги Р’соотвфтственныя имъ точки, полученныя вышеуказаннымъ путемъ, т-е. 


} 


ЕР” 
К 
Р Р' 
К’ 
Черт. 6. 


такмя, что если МР и М’'Р’ представляютъ нормали, то УР = М'Р’ —=1. Соединяемъ 
Л съ Ми Р съ Р' и опускаемъ изъ точекъ М и Р перпендикуляры МК и РЁ’ на 


ГТГ. 
ря Тогда КК’ = МРеозо =1603%, 
гл ® есть уголъ между двумя разематриваемыми нормалями; слЪдовательно, 
ГР’ — КК' = МК—Р'К' = 11 — 6089) =2 1817 >. 


Такъ какъ Уголъ © есть безконечно-малая перваго порядка ($ 6), т МК— РК’ бу- 
детъ безконечно-малою второго порядка. ЗамЪчая же, что ЛА = ММ воз ММК, г 
ММ' — безконечно-малая перваго порядка и уголъ 41МК безконечно-мало отличается 
отъ прямаго, выводимъ, что {'К — безконечно-малая порядка выше перваго, а это 
показываетъ, что и безконечно-малая Р’К — порядка выше перваго, такъ какъ раз- 
ность между нею и МИ — второго порядка. Отсюда, на основати равенства: 


Р’К' = РР' соз РР'К. 


- мы должны заключить, что или РР’— безконечно-малая порядка выше перваго, или что 
РР’К безконечно мало отличается оть прямого угла. При первомъ предположении (8 5) 
кривая приводится къ точкБ и, слФдовательно, лимя ММ есть кругь ращуса [. 
При второмъ предположенш, которое, въ общемъ случаЪ, является единственно до- 
пустимымъ, т.-е. когда уголъ РР'Ё стремится къ прямому, РР’ обратится въ пер-. 
пендикуляръ къ А^’Р’ и, значитъ, къ лини М’Р’ которая въ предфлЪ не отличается 
отъ МР; слЪдовательно, касательная къ кривой, представляющей геометрическое 
м5сто точекъ Р, будетъ параллельна касательной въ соотвфтственной точкЪ на данной 
кривой, т.-е. об кривыя будуть имЁть однз и тв же нормали; ихъ называютъ иа- 
раллельными кривыми. _ 
дж 


12 
Задача 1\. — Около дапиой кривой описаиз уюлз постоянной величины; найти т: 
сательную къ кривой, представляющей згометрическое лиьето положвеней со вернаиих. 
Пусть Р (черт.Т) одна изъ точекъ геометрическаго мЪста, а ДГи № — соозвя- 
ственныя точки касаня двухъ касательныхъ, пересЪкающихся въ точкф Р; пусть 
у а Ги М — 
точки касан1я, соотвфтетвуюпия этой второй точкЪ. Такъ какъ координаты точки /!’ 
суть опредфленныя функщи отъ абсциссы точки ЛГ, то разстояшя РР’и АТА бу- 
дутъ ($ 5) безконечно-малыми ‘одного и того же порядка; примемъ ихъ за безконечно- 
малыя перваго порядка. Ведемъ теперь черезъ точки 11 и № лин, параллельныя ка- 








Черт. 7 


сательнымъ въ ЛГ и №'’— получимъ параллелограммъ Р"КР'Г, стороны котораго суть 
безконечно-малыя второго порядка (8 8), и потому мы можемъ (8 13) подставить вмЪсто 
Р'’ противоположную вершину Р” этого параллелограмма. Наконецъ, принимая во вни- 
маше, что Р и Р" расположены на сегмент», вмёщающемъ уголь Р и описанномъ 
на 2/М№, какъ на хордЪ, и что РР” въ предЪлЪ есть касательная къ этому сегменту, 
заключаемъ, что искомая кривая имЪфетъ въ точк$ Р ту же самую касательнуто, что 
и этотъ сегментъ, описанный около треугольника МАР. 

Задача У. — Провести кассипелыирю кз циклоидь. 

Циклоида представляетъ весьма замфчательную кривую; мы часто будемъ ето 
пользоваться, какъ примфромъ, при приложени общихъ методовъ. Начнемъ съ ея опре- 
‘‚дЪлернля. 

Циклоиду описываетъ точка окружности, катящейся безъ скольженшя по одной 
изъ своихъ касательныхъ, остающейся все время неподвижною *). 

Пусть ОМ (черт. 8) есть положеше производящаго круга и М положеше точки, 
описывающей циклоилу. Разсмотримъ кругь въ смежномъ положеши О’М’', при чемъ. 
точка 4/ переходить въ точку М’ и дуга ОТ, коснувшись прямой посл$довательно 
вс$ми своими точками, будеть равна отрфзку ОО’; такимъ образомъ, этотъ поелВдв!й 


*) Говорять, что подвижная кривая катится безь скольженл по веподвижной лин!ч, если эта, 
-кривая неремфщается, оставаясь постоянно касательною къ неподвижной лини и притомъ касаясь 
этой послфдней своямя различными точками такимъ образомъ, что каждая дуга подвижной кривой 
равна по дяинЪ той дуг$ неподвижной лини, которая пройдева точками окружности. На основан! 
законовъ физики, приводить которые здфеь не мфсто, мы говоримъ, что колесо кареты калится 
_ ‘почти безъ скольжев!я, п если дорога прамолннейна, то кривая, описываемая какою-нибудь точкою 
- же будетъ т 
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равенъ разности 0М'—ОМ. Точка Г окружности МОТ должна при движени перейти 
зъ точку 0’, такъ какъ она является точкою касаня прямой и круга; можно заста- 
вить окружность МО перейти изъ первоначальнаго положеня въ новое положеше О'2Г 
при помощи трехъ послФдовательныхь движен!й: 


Г 


М 





Черт. 3. 


1. Вращене вокругъ первоначальной точки касаюя 0, при чемъ уголъ вращевня 
ТОО’ таковъ, что точка [ перемфетится въ Г’ на прямой ОО’. 

2. Велфдетве этого перваго движен1я подвижная окружность станетъ пересЖкать` 
прямую 400’ и дастъ на ней хорду ОГ; вращеше около точки Г’, равное первому, 
сдфлаетъ окружность снова касательною къ этой прямой. 

3. Наконець, чтобы привести подвижную окружность въ желаемое положенте, 
достаточно заставить вс$ ея точки перем$ститься на разетояная, равныя и парал- 
лельныя отр$зку ГО’; тогда точка, находившаяся первоначально въ Г, перейдеть въ 0’ 
и станетъ, очевидно, точкою касавя прямой и круга. 

Итакъ, точка М, чтобы занять на циклоид$ смежное положеше М’, должна бу- 
деть пройти двЪ дуги круга, вм5щающихъ одинъ и тотъ же уголъ, соотв$тственно 
около центровъ О и Г, и прямую, равную и параллельную ГО’. | 

Эта послёдняя прямая Г’О’, равная разности между безконечно-малою дугою и ея 
хордотю, есть безкопечно-малая третьяго порядка *) и, слБдовательно, не вл!четъ (8 13} 
на предёльное направлене №1. 

Что же касается до обфихъ дугъ круга, то’такъ какъ нормали ихъ ара 
къ двумъ безконечно-близкимъ точкамъ О и Г’,- то уголь между ними стремится къ 
нулю, и лишя, соединяющая первый конецъ одной изъ нихъ со вторымъ конпомъ 
другой, въ предфлЪ обратится въ перпендикуляръ къ общей нормали, т.-е. совпадетъ 
съ литею МО. 

Итакъ, нормаль къ циклоид» направлена ВЪ точку касашя производящаго круга 
и прямой, по которой онъ катится. 


ОПпРЕДВЛЕН1Е НЪКОТОРЫХЪ КАСАТЕЛЬНЫХЪ ПЛОСКОСТЕЙ 


$ 15. Плоскоетью касательною къ поверхности въ: нЪкоторой точкЪ называется 
такая плоскость, на которой лежатъ касательныя въ этой точкВ ке вм ИЕ, 


`` 


*) Вь Тригонометря доказывается, что разпость между дугою п ед синусомъ меньше шестой 
части куба этой дуги и что разность между дугою п ея хордою раввз удвоенному избытку п0з0- 
вины дуги.надъ соотвфтетвеннымь сивусомъ. 


14 


нанесеннымъ на данной поверхности. Докажемъ сначала существован!е хакой ило- 
скости. Пусть 41 будетъ точка на данной поверхности, а 4(Р и МО двЪ какы-ви- 
будь кривыя. перес$каюпияся на этой поверхности въ точк$ .М/ Въ такомъ случа 
касательныя къ этимъ кривымъ въ точкЪ 1/ находятея въ одной и той же плоскости 
съ касательною въ той же точкЪ къ третьей кривой 1/А, проведенной произвольно 
на той же поверхности. Въ самомъ дфлЪ, раземотримъ эту третью кривую 1/А, какъ 
предзльное положен1е такой кривой Л”, которая, постоянно находясь на данпой 
поверхности и перес$кая ЛГР и 4/0 соотв$тетвенно въ А и Б, приближается нет»о- 
рывно къ своему предфльному положеню ЛР. Прямыя МА, 4/3 и АВ лежатъ всегда 
въ одной плоскости, проходящей черезъ три точки 1, 4 и Б; поэтому, и ихъ ньс- 
дфльныя направлен1я будутъ въ той же плоскости. А такъ какъ предфльное напра- 
влен!е ДХА есть касательная къ кривой 1Д1Р, пред$льное направлене 1/0 есть каса- 
тельвая къ кривой МФ, а АБ, соединяющая двЪ безконечно-близмя точки кривой 
ВВ’, будетъ касательною къ этой кривой въ предфлЪ, т.е. къ кривой 1/4, то 
теорема, такимъ образомъ, и доказана. Однако не трудно замЪтить, что могутъ быть 
 исключеня для н$которыхъ точекъ, такъ какъ лив!я, соединяющая двъ безконечно- 
близюя точки кривой, можетъ и не быть касательною, если одна изъ этихъ точек 
не вполнф опред$ленная; слЪфдовательно, лишя АБ въ предфлЪ не всегда окажется 
касательною къ МД. Подобное исключете не лишаетъ, конечно, доказательства 
силы, потому что въ т5хъ отдфльныхъ случаяхъ, когда теорема не оправдывается, 
изъ самаго доказательства легко усматривается возможность такихъ случаевь. 

$ 16. Плоскость касательная къ поверхности 5 находится на безконечно-маломъ 
разетояни второго порядка отъ всякой точки Л, находящейся на той же поверх- 
ности и расположенной на безконечно-маломъ .разстояви перваго порядка отъ точки 
касаня 11. Въ самомъ дЪлЪ, если провести плоскость Р черезъ прямую ММ’ пер- 
пендикулярно къ касательной плоскости въ точкЪ 11, то эта плоскость пересЪчетъ 
поверхность ю по кривой 4/М и разстоян1е точки ЛГ до касательной плоскости въ 
точЕ$ 21, очевидно, будетъ то же, что и разстоян!е до касательной къ этой кривой ЛМ’; 
значить (8 8), оно будетъ безконечно-малою второго порядка. 

5 17. Чтобы опредфлить плоскость касательную къ поверхности въ точкЪ М на 
этой поверхности, необходимо разсматривать одновременно съ этою точкою 1 двъЪ 
друпя безконечно-близыя точки № и Р и искать предЪлъ для плоскости ММ№Р. ДЪй- 
ствительно, МА и МР въ предл будутъ касательными къ двумъ кривымъ, про- 
веденнымъ на данной поверхности черезъ точку М и, слФдовательно, плоскость, про- 
ходящая чрезъ нихъ, будетъ плоскостью, касательною въ точкВ /. 

Замфтимъ, что точно такъ же, какъ и въ 8 13-мъ, можно точки № и Г, распо- 
ложенныя отъ М на безконечно-малыхъ разстояняхъ перваго порядка, замфнить 
другими точками № и Р’, если разстояшя №№’ и РР’ — безконечно-малыя высшаго 
порядка. Такая подстановка, не измфняя предфльнаго направленя прямыхъ ММ 

и МР, не измВнитъ также предльнаго положеня плоскости ММГ. 

`Задача |.— Из нокоторой точки О опущены перпендикуляры па плоскости, каева- 
тельныя .5- данной поверлости; н афтин плоскость, касательно 15 звометрическому 
_мъету основа этить перпендикуляровз. 

Пуеть ОР будеть перпендикуляръ, опущенный изъ точки О. на плоскость, Ка- 
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сательную въ точк$ 4, а 09 и ОП — перпендикуляры, опущенные изъ той же точки О 
на плоскости, касательныя соотвЪтственно въ точкахъ В и С, безконечно-близкихъ 
къ 4. На разсматриваемой поверхности три точки Р, Ои Е будуть безконечно- 
олизкими, и плоскость, проходящая черезъ нихъ, въ предфлЪ явится искомою каса- 
тельного плоскостью. 

Если разстоятя АБ и АС — безконечно-малыя перваго порядка, то такими же 
оезконечно-малыми (8 7) булутъ и разетоямя РО и РЕ, а слфдовательно, можно 
точки Фи А замБнить другими ©, и В,, если 90, и ВВ, — безконечно-малыя вто- 
рого порядка. 

Мы получимъ эти точки @ и П., если проведемъ черезъ точку А плоскости, 
параллельныя плоскостямъ, касательнымъ въ Ви С, и опустимъ на эти нлоскости 
перпендикуляры 00 и ОЕ,. ДЪйствительно (8 16), каждая изъ этихъ новыхъ пло- 
скостей находится на безконечно-маломъ разстояни второго порядка отъ той каса- 
тельной плоскости, параллельно которой она проведена, и обний перпендикуляръ къ 
этимъ плоскостямъ перес$четъ ихъ въ двухъ точкахъ, которыя можно замфнять одна 
другою; сел5довательно, искомая касательная плоскость есть предфлъ плоскости РО, В,, 
когда точки @, и А, безконечно приближаются къ точк$ Р. Принимая же во вни- 
мане, что геометрическимъ м$стомъ основавй перпендикуляровъ, опущенныхь изъ 
точки О на всевозможныя плоскости, проведенныя черезъ точку „4, есть шаровая по- 
верхность, описанная на ОА, какъ на дмаметрЪ, а плоскость РВ, проведенная че- 
резъ три безконечно-близкя точки на этой поверхности, есть касательная къ ней въ 
предл, заключаемъ, что искомая касательная‘ плоскость касательна въ точкВ Р къ 
шаровой поверхностн, описанной на О, какъ на даметр». 

Задача П. — Из5 иъкоторой неподвижной точки О опущены перпендикуляры на 
плоскости, касательныя къ данной поверхности, и каждый перпендикулярь ОР продол- 
жен 90 такой точки 0, что произведсие ОР.ОФ равно даниому квадрату а?; наани 
нлоскость, касательную из поверхноети, служащей зсометрическимь мьстомз точекь 6). 

Разсуждая совершенно такъ же, какъ въ предыдущей задачЪ, найдемъ, что 
нскомая касательная въ точк$ (@ плоскость перпендикулярна къ прямой. 0.1, соеди- 
няющей точку (0 съ точкою касаня той касательной плоскости, къ которой О пер- 
пендикулярна, и притомъ перее®каетъ прямуто А въ такой точкВ Б, что О. ОБ=а?. 
‘Такимъ образомъ, данная поверхность и поверхность, служащая геометрическимъ м$- 
стомъ точекъ ©, могутъ замфнять одна другую, т.-е. если мы поступимъ со второю 
поверхностью такъ же, какъ съ первою, то получимъ эту послВднюю; таюя поверх- 
ности называются сопряженными. - 

Мы не станемъ приводить подробно всЪхъ разсужлевшй, не представляющихъ 
никакого затрудненя для тЪхъ, кто хорошо понялъ начало этой главы. 

Задача 1!.— Дани поверхноеть си построена другая поверхность 5’ такая; каж- 
дая зпочка которой связана в5 соонвьытственною ей кавительною плоскоетью къ новерч- 
ности! 5 по одному опредтьденному закону. Найти плоскость касательную в5 ньъкоторой 
так кз повертиовти 5’. 

Пусть 4 есть точка на оВеНОСтИ 5, 4[\ — касательная плоскость въ этой _ 
точк$ и Р— точка на поверхности” 5’, связанная съ плоскостью ММ по опредфленному 
закону. | 
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Искоман касательная плоскость проходитъ черезъ точку Р и черезь дв% точки, 
/ди РА, евязанныя по тому же закону, какъ и точка Р, съ плоскостями, касателр- 
ными къ поверхности ^ въ двухъ точкахъ Би (С, безконечно-близкихт, къ -1. Вместо 
этихъ плоскостей, касательныхъ въ точкахъ Би (С, можно взять плоскости, омъ 
параллельныя, проведенныя черезъ точку 4 и находящияея отъ первыхъ (8 18) на 
безконечно-малыхъ разстоящяхъ второго порядка, и замфнить () п А точками И нп 7’, 
соотв$тетвующими этимъ новымъ плоскостямъ. Въ самомъ дЪлЪ, ясно, что коорди- 
наты какой-нибудь изъ этихъ точекъ при какомъ-угодно построенш зависять отъ 
коэффищентовъ уравнешя той плоскости, съ которой эта точка связана, и что если 
эти коэффищенты изм$няются на безконечно-малую величину второго порядка, то и 
соотвётственное изм$неше координатъ будетъ безконечно-малая того же порядка (8 2). 

А такъ какъ Р, 9, В, — три безконечно-близюя точки, расположенныя на по- 
верхности, служащей геометрическимъ м$стомъ точекъ, связанныхЪъ однимъ и тфмъ же 
опред$леннымъ построенемъ со веъми плоскостями, проведенными черезъь точку 4, 
то искомая касательная плоскость есть не что иное, какъ касательная плоскость къ 
этой послЗдней поверхности. 

Отеюда видно, что плоскость, касательная къ поверхности 5, можетъ быть опре- 
дфлена при помощи зам$ны касательныхъ плоскостей къ поверхности © плоскостями, 
проходящими черезъ неподвижную точку. Такая замфна устраняетъ всЪ трудности, 
проистекаюция отъ большей или меньшей сложности данной поверхности. 

Это общее замфчане содержитъ въ себЪ неявно р5шеше | и Й задачъ и мно- 
жества другихъ въ томъ же родф. Не м5шаетъ всяюй разъ имЪть въ виду, что со- 
вершенно произвольное построете, при помощи котораго получаются точки разематри- 
ваемаго геометрическаго м%ета, не должно, однако, зависть отъ положен1я точки 
касаня, | | 

Если опустить, напр., изъ точки О перпендикуляръ ОР на плоскость, касатель- 
ную къ данной поверхности, и отложить на этомъ перпендикулярВ длину 00, равную 
разстояню О точки 0 до точки касашя, то плоскость, касательная къ геометри- 
ческому м5ету построенныхъ такимъ образомъ точекъ (@, не можетъ быть получена 
по предыдущему способу, такъ какъ положене точки (© зависитъ не только отъ по- 
ложен1я касательной плоскости, служащей для ея опредЪлен1я, но также и оть поло- 
женя точки /, въ которой эта плоскость касается поверхности. | 

Задача 1\.—Из5 неподвижной точки О проведень кз нъкоторой точку М па дан- 
ной поверхности 5 радуев векторь ОМ (черт. 9), черезёз точку М проведена нормаль 
МХ кз поверхности В и черезь зпочку 0, в5 плоскости ОММ, проведенв прямая ОР, 
пернендикулярная кз ОМ и равная ей по длить. На@пи плоскость, касательную кз 
‚ поверхности », служащей зеомчтрическимь мистомо точекз Р. 

Пусть МТ есть проэкщя 0.1 на плоскость, касательную къ поверхности © въ 
точкЪ 4{. Эта линя, очевидно, касательна къ кривой пересВчешя поверхности 5 
плоскостью ОМ. Предположимъ; что точка {Г перемщается по этой кривой; въ 
такомъ случаБ можно допустить, пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, 
что она* перейдеть въ точку М;, расположенную на`М1. Если бы нормаль въ ЛГ, 
`ВЪ поверхноети 5 находилась въ плоскости ОММ, то соотвфтетвенная точка поверх- 
ности Х лежала бы въ той же самой плоскости и была бы концомъ прямой РО, пер- 
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пендикулярной къ ММ, и равной ей по длинЪ. Въ самомъ ДЪлЪ, ясно, что треуголь- 
ники (1/1 и ОРФО были бы равны и имфли бы взаимно-перпендикулярныя стороны. 
А такъ какъ обБ точки М и ЛМ, расположены на поверхности 5, на безконечно-ма- 
ломъ разстояви перваго порядка одна отъ другой, то нормаль въ 11, составитъ какъ 
съ нормалью въ М, такъ и съ плоскостью. 041М, вообще, безконечно-малый уголъ 
перваго порядка; такимъ образомъ точка Р, поверхности Х, соотвЗтствующая М., не 
совпадетъ съ @: она получится, если возставить къ ОМ, перпендикуляръ въ плоскости, 
проходяшей черезь ОЛ/, и образующей съ плоскостью ОММРО безконечно-малый 
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Черти. 9. 


уголъ, и отложить на этомъ перпендикуляр$ ОР, =ОМ,. Яено, что для полученя 
этой прямой достаточно повернуть О©, не изм$няя ея длины, на безконечно-малый 
уголь вокругь ОМ,; при этомъ вращении точка @ опишетъ безконечно-малую дугу 
круга ФР, которая можетъ быть замфнена, если пренебречь безконечно-малыми вто- 
рого и: ея тангенсомъ, перпендикулярнымъ къ плоскости ОФРОММ.; сл$дова- 
тельно, плоскость Р,ФР перпендикулярна къ 4/1, а, значитъ, перпендикулярна къ 
МТ и лия РР,, которая, соединяя двЪ безконечно-близюя точки поверхности », есть 
касательная къ кой поверхности. 

Докажемъ, что какая-нибудь вторая касательная къ поверхности УХ перпендику- 
лярна къ МЛ. 

Чтобы найти эту вторую касательную, предположимъ, что точка Г а 

щается по поверхности © и приходить въ точку М, служащую концомъ перпенди- 
куляра 1/М, беконечно-малой длины, возставленнаго въ 1 къ плоскости ОММ,. 
Пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, можно допустить, что опред$ленная . 
такимъ образомъ точка М, принадлежитъ поверхности 5, потому что лишя ЛИТ, 
будучи перпендикулярна къ плоскости ОХ, перпондикуз риа также къ нормали ИМ№ 
и, значить, расположена въ касательной плоскости. 
Чтобы построить точку поверхности », соотв$тетвующую 1. нужно соединить 
точку О съ М, и возставить къ ОМ, въ точкЪ 0, въ неизвестной плоскости, про- 
ходящей черезь ОМ, и черезъ нормаль МХ, къ поверхности ©, о 
равный по длинё ОМ,. Каково бы ни было неизвестное направлене нормали 11, № 
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этотъ перпендикуляръ, который мы назовемъ черезъ ОР,, расположенъ въ плоскости 1, 
проведенной черезъ точку О перпендикулярно къ 04[; далфе, эта плоскость содер- 
жить ОР и образуетъ съ плоскостью РОМ уголъ, безконечно-мало отличающийся отъ 
прямого; сверхъ того ($ 8), пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, имеем: 


ОМ, = ОМ, 
и, сл5довательно, 
ОР. 


Такимъ образомъ точки Р, и Р лежать на окружности круга, описаннаго изъ 
точки (©, какъ изъ центра, въ плоскости П; значитъ, безконечно-малая линя РР, 
есть, въ этой плоскости, перпендикуляръ къ рамусу ОР, и такъ какъ плоскость П 
образуетъ съ плоскостью РОМ уголъ, безконечно-мало отличаюнийся отъ прямого, то. 
направлене РР. въ предл перпендикулярно къ плоскости РОМ и, сл$довательно, 
перпендикулярно къ 1/7, что мы и высказали выше. 

Итакъ, мы нашли двЪ касательныя къ поверхности », перпендикулярныя къ Л/Т; 
поэтому, искомая касательная плоскость, проходящая чрезъ нихъ, также перпендику- 
зярна къ 4/Т. | 

Въ заключеше можно сдфлать одно любопытное замфчане. ДвЪ поверхности 
и » могутъ замфнять одна другую; иначе говоря, если мы разсмотримъ поверхность *» 
какъ данную и поступимъ съ нею такъ же, какъ поступили съ поверхностью ^, то 
получимъ эту послфднюю. Въ самомъ дЪлЪ, ведя рамусъ векторъ ОР и черезъ точку Р 
нормаль къ поверхности *, замфтимъ, что эта нормаль параллельна Л. и что, поэтому, 
плоскость, проходящая черезъ эти дв$ лини, есть какъ-разъ плоскость РО41; значить, 
перпендикуляръ въ этой плоскости къ ОР въ точкЪ ЛГ есть ОЛ, и если мы отложимт 
на немъ длину, равную ОР, то получимъ точку 1. 


ДлинА ДУГЪ НЪКОТОРЫХЪ КРИВЫХЪ 


$ 18. При вычиелени суммы безконечно-малыхъ можно, не измфняя пре- 
ДЪла (8 11), отбрасывать безконечно малыя порядка высшаго, чЁмъ каждая изъ раз- 
сматриваемыхъ величинъ. Этотъь принципъ часто употребляется въ исчислении безко- 
нечно-малыхъ. Приложимъ его къ опредфлешю длины дугъ нфкоторыхъ кривыхъ. 

Раземотримъ длину дуги нЪкоторой кривой, какъ предЪлъ, къ которому прибли- 
жается периметръ вписаннаго многоугольника при безпред$льномъ уменьшенш его 
сторонъ. Не трудно замфтить, что такое опред$лене вполнф справедливо и что пре- 
дЪлъ не зависитъ оть закона, по которому увеличивается число сторонъ вписаннаго 
многоугольника. | 

Въ самомъ дфлЪ, пусть АВ (черт. 10) есть дуга н$которой кривой. Отнесемъ 
ее къ двумъ прямоугольнымъ осямъ ОХ, ОУ и раздфлимъ на безконечно-большое 
число равныхъ частей отрфзокъ РО оси Х-овъ, на которую она проэктирована. Если 
вписать въ дугу АВ два различныхъ многоугольника, но оканчивающихся оба въ 
точкахъ А и В, то предфлы периметровъ этихъ многоугольниковъ будутъ разны, по- 
тому что’отношене безконечно-малыхъ частей между двумя параллелями оси У-овь, 
проведенными ‘черезь дв послфдовательныя точки дЗлешя, въ предёлЪ равно еди- 
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ницф. ДЪйствительно, эти двЪ беозконсчно-малыя части многоугольниковъ имфють 
одни тБ же проэкщи на оси Х-овъ и каждая изъ этихъ проэкшй, очевидно, равна, 
сумм проэктированныхъ длинтъ, умноженной на н%которое среднее значене косину- 
совъ угловъ, образуемыхт, съ осьто различными сторснами или частями сторонъ, со- 
ставляощими разсматриваемую часть периметра; углы же эти безконечно-мало отли- 





Черт. 10. 


чалотся отъ угловъ, образуемыхъ съ осью касательными, проведенными въ соотвЪлт- 
ственной точк$ дуги АВ. Итакъ, отношене длинъ, которыя, будучи умножены хотя 
и на конечные косинусы, но между собою различающиеся на безконечно-малую вели- 
чину, Даютъ одно и то же произведене, въ предфлЪ, очевидно, равно единицф. 

$ 19. Разность между дугою н%$которой кривой и ея хордою, на основави пре- 
лыдущаго, есть безконечно-малая третьяго порядка, когда самая дуга принимается за, 
безконечно-малую перваго порядка. 

Чтобы доказать это, разсмотримъ безконечно-малую дугу АМВ и ея хорду АВ. 
Дуга А4ЛМ.5Б, по опред$лен!ю, есть предфлъ вписаннаго многоугольника, число сторонъ 
котораго возрастаетъ безпред$льно. Если спроэктировать каждую изъ этихъ еторонъ 
на хорду 4.Б, то сумма проэкшй будетъ сама хорда 4В; но такъ какъ проэкщя каж- 
дой стороны равна длинф этой стороны, умноженной на косинусъ угла, образуемаго 
ею съ АБ, и такъ какъ этотъ уголъ есть безконечно-малая перваго порядка и, сл$- 
довательно, разность между его косинусомъ и единицею есть безконечно-малая вто- 
рого порядка, что, очевидно, вытекаетъь изъ формулы 1 — сов = 251, то, за- 
мЪняя вписанный многоугольникъ его проэкщею .4.В, мы сдфлаемъ ошибку, равную 
сумм его сторонъ, умноженныхъ соотвЪтственно на безконечно-малыя второго но- 
рядка. Итакъ, эта ошибка равна безконечно-малому периметру многоугольника, умно- 
женному на н$зкоторую среднюю величину изъ безконечно-малыхъ второго порядка; 
значить, сама она есть безконечно-малая третьяго порядка. 

$ 20. Дуга циклоиды. — Разсужденя, съ помощю которыхъ ‘мы сум$емъ опредф- 
лить тантенсъ въ любой точкЪ циклоиды, дадутъ намъ возможность вычислить длину 
какой-угодно дуги этой кривой. 

Пусть АБ (черт. 11) есть положене катящагося круга въ тотъ моментъ, когда 
производящая точка находится на неподвижной прямой, &а М и М — дв безконечно- 
близюмя точки, соотв5тетвующя положемямъ подвижного круга въ т$ моменты, когда, - 
онъ касается неподвижной прямой соотвфтственно въ точкахь Си С. Мы ви- 

3* 
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дли ($ 14), что для перемфщен1я точка № циклоиды въ точку М’ можно подвергнуть 
ее двумьъ послЗдовательнымъ вращенямъ на одинъ и тотъ же уголъ, 1) вокругь точки 
Си 2) вокругь точки, находящейся на безконечно-маломъ разетоянит третьято ио- 
рядка отъ точки С’, а затфмъ перенести ее на безконечно-малое разстояше третьяго 
порядка параллельно СС’. Изъ доказанныхъ выше теоремъ вытекаетъ, что безконечно- 
малымъ перем5щевнемъ третьяго порядка можно пренебречь и что обЪ круговыя дуги 
можно разсматривать какъ дуги одного ражуса и, слЪдовательно, считать ихъ равными; 
измфняя такимъ образомъ длину пути 211’, мы на самомъ дВлЪ отбрасываемъ только 
безконечно-малую часть ея истиннаго значеня, и предёлъ суммы безконечно-малых“ь 
дугь остается безъ измфненя. Итакъ, вычислимъ круговую дугу радуса С.М, соот- 
вЪзтственный центральный уголъ которой (8 14, Задача У) изм$ряется, въ производя- 
щемъ круг, ноловиною дуги, равною СС’. Проведемъ, теперь, черезъ точки Ми М’ 
прямыя, параллельныя основанию: онф встрфтятъ первоначальное положене пройзво- 
дящаго круга, въ такихъ двухъ точкахъ М, и М,, что дуга М, , по самому обра- 


1) 
зованшю циклонды, окажется равною СС’ и, значить, уголь 1 АМ, будетъ равнымъ 
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Черт. 11. 


центральному углу дуги, которую мы хотимъ вычислить; кромЪ того, замЪчая, что 
радусъ этой дуги равенъ 4114, мы можемъ замБнить безконечно-малую дугу М’ 
циклоиды удвоенною дугою 20/,Р, описанною изъ точки 4, какъ изъ ‘центра, и за- 
ключающеюся между АМ, и АЛ. Соединяя точку .1/, съ точкою В, Жаметрально 
противоположною точкБ А на производящемъ круг, увидимъ, что БМ, есть каса- 
тельная къ 11,Г и что часть М.Г этой прямой, заключенная между АМ, и 41’, мо- 
жетъ замЪнить дугу 2Г1,Р. А такъ какъ прямая Б/,, перпендикулярная къ АЛИ, 
равна ВБ! (8 8), если пренебречь безконечно-малыми второго порядка, то отрЪзокъ 11. 
можетъ быть замфненъ разностью ВИ, — ВЛ, и дугу циклоиды можно считать рав: 
дою удвоенной этой разности. Отеюда слФдуеть, что если мы станемъ такимъ же 
образомъ вычислять безконечно-малыя дуги, содержанияся между точкою М и высшею 
точкою & разематриваемой кривой, то ихъ сумма, т.-е. дуга МБ, будетъ равна удвоен- 
ной суммЪ послБдовательныхъ уменьшенй, претерп$ваемыхъ лишей ВМ, при ея изм®- 
нени оть БМ, до нуля, иначе говоря, будетъ равна 2ВМ,, или, что то же самое, 
удвоенной части касательной. МТ, заключающейся между точкою М и касательною 
въ вершинЪ. ум | 

$ 21. Измфнене ‘ДЛИНЫ: прямой лини. — Когда прямая перемфщается въ пространствЪ 
и заняла, какое-нибудь новое положение, то измфнене ея длины есть сумма измфненй, 
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претерпЪваемыхъ ею при каждомъ изъ безконечно-малыхъ перемфщенй, изъ которыхъ 
въ ихъ послБдовательномъ порядкВ и можетъ быть соетавлено все перем$щен1е. Мы 
сейчасъ изложимъ одну весьма полезную теорему, при помощи которой можно полу- 
чить выражене для такихъ безконечно-малыхъ измфневй, пренебрегая безконечно- 
малыми второго порядка. 

Пусть АВи А'В (черт. 12) два, безконечно-близкихъ положеня, образующих (8 6) 
между собою безконечно-малый ‘уголь перваго порядка, косинусъ котораго отли- 
чается отъ единицы на безконечно-малутю второго порядка. Пренебрегая безконечно- 
малыми второго порядка, мы можемъ прямую АБВ’ считать равного ея проэкши РО 
на АБВ и, слфдовательно, разность 4В— АВ считать равною РО—АВ, т.-е. ОВ АР, 


А Р В О 
к выл, 
Черт. 123. 


или ВБсо5В'ВО — АЛ еозА’АР, или, наконецъ, суммю перемфщенй прямыхъ 
АА’ и ВБ’, при врашеви ихъ около точекъ 4 и Б, умноженныхъ соотв$тетвенно на 
косинусы угловъ, образуемыхъ ими съ прямою АБ, причемъ направлеше АВ прини- 
мается оть А къ В для перемфщеня ВВ’и отъ В кь А лля перемфщеюня АА.. 

ОтмЪтимъ два замфчательныхъ случая. 

Когда прямая остается постоянно нормальною къ лити, пробЪгаемой однимъ изъ 
ея концовъ, то членъ, пропорцюнальный перемфщеню этого конца, будетъ содержать 
множителемъ косинусъ прямого угла и, слфдовательно, будетъ равенъ нулю; отеюда 
заключаемъ, что безконечно-малое приращене длины въ этомъ случа$ приведется къ 
одному только члену. 

Когда прямая остается постоянно касательною къ кривой, пробЪгаемой однимъ 
изъ ея концовъ, то членъ, пропорцональный перем$щен1ю этого конца будетъ содер- 
жать множителемъ косинусъ угла, равнаго нулю, и приведется, сл$довательно, къ 
самому перемфщению, т.-е. къ безконечно-малой дуг кривой, къ которой разсматри- 
ваемая прямая _остается касательною. | 

$ 22. Дуга эволюты. — Два предыдущихъ случая могутъ представиться одно- 
временно. Разсмотримъ таюя двф кривыя, что касательныя къ одной изъ нихъ бу- 
дуть нормалями къ другой; прямая МР (черт. 13), оставаясь нормальною къ первой 
кривой и касательною ко второй, перем5щается изъ положешя ЛИР въ положеше №0 
такимъ образомъ, что ея приращене, равное, по предыдущему, сумм элементарныхь 
дугь, составляющихъ дугу РФ, будетъ сама дуга РО; слЪдовательно, 


дуга РО = №0 — МР. 


Обратно, если мы разсмотримъ какую-нибудь кривую РО (черн. 14) и отложимъ 
на каждой касательной ВТ длину ВТ, равную нЪкоторой постоянной, увеличенной 
на дугу ВО, отдляющей точку касавя отъ неподвижной точки (©, то вс касатель- 
ныя къ разсматриваемой кривой будуть нормалями къ кривой МТУ, представляющей 
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геометрическое мЪето точекъ /Г. ДЪйствительно, когда лишя @\М, совпадая поелло- 
вательно съ различными касательными опредёленной длины, займетъ конечное поло. 
жеше Ё7, все ея приращене будетъ равно, по предположению, дуг 10, т.-с. суммЪ 
безконечно-малыхъ членовъ, пропорщональныхъ перемфщенио конца ©, въ общем 
выражен1и элементарнаго приращеня. Отеюда слЪфдуетъ, что остальшые члены, иро- 
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Черт. 13. 


порцюнальные перем$щетямъ конца Х, въ суммБ постоянно должны давать нуль и, 
слЪдовательно, должны быть равными нулю; для этого же необходимо, чтобы былъ 
равенъ ‘нулю косинусъ, на который умножаетея перемЪщене точки М и, значить, 
чтобы подвижная прямая составляла постоянно прямой уголъ съ тою кривою, кото- 
рую описываетъ ея конепъ. 

Изучете такихъ кривыхъ, какъ РВ и МТМ, для первой изъ которыхъ слу- 
жатъ касательными всф нормали второй, играетъ весьма важную роль въ геометрии. 
Мы разематриваемъ ихъ здБеь, какъ простой примръ спрямляемыяь кривыхъ. При- 
бавимъ еще, что первая изъ нихъ, РАФ, называется эволютою второй кривой МТМ, 
а кривая 21ТА называется эвольвентою РВО. Изъ предыдущаго, очевидно, вытекаетъ, 
что кривая имфетъ только одну эволюту и, наоборотъ, безчисленное множество эволь- 
вентъ. Мы вернемся впослёдсти къ этой важной теори и остановимся на ней 
тогда бол5е подробно. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Какова бы ви была функшя $(2) оть перемфиной х, выражене 


$(% | 21) — 2% (#- #) + +(4), 


гдф Л—безконечно-малая перваго порядка, ссть безкопечно-малал второго порядка. 

2. Дана плоская кривая и соприкасаюцийсял съ нею кругъь въ вФкоторой точкВ; доказать, что 
отрфзокъ прямой, паралзельвой общей касательной, заключевный между обфими кривыми, есть 
безкопечно-халая второго порядка, если разстоявйя точки касашя до обфихь точекъ пересфчен1я— 
безконечво-малыя перваго порядка. 

_ 3. Если изъ точки О, расположенной въ плоскости пфкоторой плоской кривой, опустить пер- 
пендикуляры па васательвыя къ этой кривой п ва каждомъ изъ ннхъ отложить отъ точки О линлю, 
пропориональную его длинЪ, если точно такъ же поступить съ вновь нолученною кривою и новто- 
рить это поетроене неопредзленвое число разъ, то пред$льная кривая, соотв$тствующая безчиелен- 
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рому множеству такихъ дфйствй, перес$четъь вс радлусы-векторы, исходяш1е изъ точки (0, подъ 
одиимъ и т5мъ же угломъ, 

4. Изъ точки О, расположенной въ плоскости нЪкоторой плоской кривой, проведены рад1усы- 
векторы къ точкамъ этой кривой п каждый изъ нихъ продолжепъ за данную кривую на ностоан- 
пую длину. Найти касательную къ кривой, представляющей геометрическое мфето полученныхъ та- 
вимъ образомъ точекъ, и доказать, что нормаль къ этой кривой, пормаль въ соотвЪтетвенной точк$ 
ЕЪ данной кривой и перцпендикуляръ въ рад!усу-вектору, проведенному черезъ точку О, сходятся 
ВЪ ОДНОЙ ТОЗКХ. 

5. Изъ точки О, расположенной въ плоскости нфкоторой плоской кривой, проведены ращусы- 
векторы къ различвымъ точкамъ этой кривой и ва каждомъ изъ нихъ оть точки 0 отложена, длипа, 
обратно-пропордлональная длин$ рад1уса; найти касательную къ кривой, представляющей геометри- 
ческое мЪ5сто полученныхъ такимъ образомъ точекъ. Доказать, что если двЗ дапныя кривыя пере- 
сБкаются подъ какимъ-нибудь угломъ, то подъ т$мъ же угломъ пересфкаются и кривыя, построеп- 
ныя по указанному способу. 

6. Если во касательныя плоскости къ нЪвоторой поверхности касаются ея по лин1ямъ, то 
эти лини непремфнно прямыя. | 

т. Изъ неподвижной точки О проведены ращусы-векторы къ развличпымъ точкамъ нЪкото- 
рой поверхности и па каждомъ изъ нихъ отложена отъ точки О длина обратно-пропоргональная 
длин ращуса-вектора; найти плоскость, касательную къ поверхности, представляющей геометри- 
ческое мЪсто полученныхъ такимъ образомъ точекъ. 

Нормали въ соотв$тственныхъ точкахъ къ обфимъ поверхностямъ перескаются между собою. 

Если двЪ данныя поверхности пересфкаются подъ н$которымъ угломъ, то подъ тфмъ же 
угломъ перес$каются и поверхностп, построевныя по указанному способу. 

8. Разематриваются ва плоскости дв каюя-нибудь крпвыл п за соотвътетвенныя точки 
приняты точки, въ которыхъ касательныя параллельны; если черезъ неподвижную точку провести 
прямыя, равныя и параллельныя прямымъ, сосдиняющнмъ дв соотвЪтственныя точкп, то каеа- 
тельная къ кривой, представляющей геометрическое м$сто полученныхъ такимъ образомъ точекъ, 
параллельна касательнымъ къ даннымъ кривымъ въ соотв$тственныхъ точкахъ, и луга этой кривой 
есть сумма пли разность лугъ, соотвфтетвующихъ ей на дапныхъ кривыхъ. 

9. Доказать посредствомъ разсужденш, подобныхь тфмъ, какими мы пользовались (8 20) при 
нахожден!и дуги циклоиды, что площадь, заключенная между циклопдою и ся основашемъ, втрое 
больше площади производящаго круга. 

10. Если какая-нибудь плоская кривая катится безъ скольжешя по пеподвижной прямой, то 
точка плоскости, связанная неизмфнно съ этою кривою и увлекаемая послЪднею въ ея движен1и, 
описываетъ такую кривую, нормаль къ которой въ какой-нибудь точк$ проходить черезъ тозку 
касан1я неподвижной прямой съ соотв$тственнымъ положенемъ катящейся кривой. 

11. Если изъ точки О, расположенной въ плоскости н$фкоторой кривой, опустить перпендн- 
куляры на касательныл въ этой кривой, то длина дуги кривой, представляющей геометрическое 
мфето основан! этихъ перпендикуляровъ, равна длинЪ дуги кривой, описываемой точкою О, свя- 
занной нензмфинцо съ данною кривою, въ то время какъ соотв$тетвепная дуга послфдней катится 
безъ скодьжевн1я по неподвижной примой. 


ГЛАВА ВТОРАЯ 


Производныя и дифференшалы перваго порядка 


ОПРЕДФЛЕНТЕ аи = | 


>= 


$ 23. Мы уже видЪли ($ 2), что если ‹(х) обозначаеть какую- “нибудь функцио 
`отЬ перемфнной х, то ааажрИЕ 


ч 


‚ 9-Е №) — 9 (2) 
р 2 


т.е. отношете приращеня функщи къ’ приращеню `перемфнной, имфетъ, при № без- 
. конечно-маломъ,. опред$ленный предБлъ для каждаго значен1я х. Этотъ предзлъ, пред- 
ставзяюпий также функщю отъ х, называется производною оть $(15) и часто обо- 


значается такъ же, какъ и первообразная функщя, но только со значкомъ наверху. 
_Итакъ, | 
© (2) есть производная отъ 9(х). 


$ 24. Если разематривать функцию (5), какъ ординату нЪкоторой кривой, за- 
‘данной въ прямолинейныхъ координатахъ посредствомъ уравненя у = $(2), то произ- 
водная (1) есть угловой коэффищентъ касательной къ этой кривой. Въ самомъ дЪлЪ, 
отношене | 

ыы (4) 


есть угловой коэффищенть хорды, соединяющей двф точки, абсциесы которыхъ СУТЬ 
хи х-- 1; слБдовательно, предфль этого отношен!я есть коэффищентъ ‘касательной, 
служащей предфльнымъ положентемъ упомянутой хорды. 

Покажемъ, какъ можно вычислять производныя отъ функц, заданныхъ явно 
посредствомъ знаковъ, обычно употребляемыхъ въ элементарномъ анализЪ. 


ПрРоиЗзводНныЯ ОТЪ ПРОСТЫХЪ ФУНКЦИЙ 


в 25. НЪкоторыя изъ функц, употребляемыхъ въ анализф, носятъ назваше 
простых функщй. Число ихъ можеть быть увеличено или уменьшено, до нфкоторой 
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степени, по нашему произволу. ДЪйствительно, эти ‘простыя функщи таковы, что къ 
нимъ приводятся друпя и посредствомъ комбинировамя ихъ образуются сложныя 
функщи; поэтому, можетъ случиться, смотря по точк$ зря, что одна и та же функшя 
разсматривается то какъ простая, то какъ сложная. Нриведемъ для примфра функщи 
$111 И 6052, которыя весьма часто разсматриваются въ анализЪ и которыя мы сами 
будемъ разсматривать, какъ простыя; т5мъ не менЪфе, каждая изъ формулъ: 


6055 —=У1 — Ш2х, 


` 


6084 — т (5. Е х), 


выражающая с05х посредствомъ дЪйств, куда входить символъ $15, даетъ возмож- 
ность разсматривать косинусъ не какъ простую функшю. Какъ бы то ни было, мы 
будемъ принимать за простыя слфдуюцпия функши: 2” (при т цфломъ), а”, 1оех, эшх, 
057 и фапех. Отыщемъ сначала ихъ производныя, а затфмъ дадимъ обпия теоремы, 
посредствомъ которыхъ можно было бы выводить производныя отъ и яЯВвнНыхЪ 
ункшй. 

$ 26. Производная отъ =”. — Первая изъ простыхъ функшй, ветрёчающаяся въ 
алгебр, есть 5”; отъ нея мы прежде всего и отыщемъ производную, предполагая, что 
показатель 2 -— цфлый и положительный. Функшя х” при т дробномъ можетъ быть 
разсматриваема такъ же, какъ простая функшя, но для насъ будетъ выгоднфе свести 
этотъ болфе обиий случай къ случаю, когда т—п®лое. 

Производная оть х”, по опредБлетю, есть предБлъ отношен1я 


(2-- р)’ — д” 
_- й 


при й стремящемся къ нулю; но такъ какъ т-—-цзлое, то эта дробь равна. 


тд” т. С. —1) Аше “-. 
- 





Выполняя дфлене на № и полагая затёмъ № = 0, находимъ, что предлъ этой дроби 

есть тхт-1. Итакъ, производная отзё л”® есть тх”-*, 
$ 27. Производная отъ а. — Производная отъ а7, По _опредленно, есть предфлъ 
отношен1я - . 
ай — а 
й 





при й стремящемся къ нулю, но такъ какъ, очевидно, 
а — ай — а (а — 1), 


то производная есть предБлъ отношев!я 





т. | ее 


_ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНЕ | 4 
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Полагаемъ @&^ —1==а и, слфдовательно, ** —=1--а, оба == 109(1-- а); выражене (.4) 
нреобразуетея слБдующимъ образомъ: 


а]105а а’10са а`1054а о. 
"05 5) ты ю 55 г Р 
«а+9 | ЮЕ (1-2) 


Когда й стремится къ нулю, «а, равное &“— 1, стремится также къ нулю; значить, 
1 , 


(1-—- «)“ въ предёл$ есть основаше неперовыхъ логариемовъ, обозначаемое обыкно- 


венно буквою е; такимъ образомъ, выражете (В) имфетъ пи ат - в 
1 са 
1оае' 

Основае системы, въ которой взяты оба логариема, произвольно и не вл1яетъ 
на ихъ отношеше, въ какомъ видЪ они только и входятъ въ полученное выражеше. 
Если а равно е, то отношене логариемовъ будетъ единица, и, значить, производиая 
0775 е? есть ев”. 

$ 28. Производная отъ 102х.— Производная отъ функщи 1055, по опредфлению, есть 
105(1-- #) — 1055 

р 





ча 
=. И произ- 


> 
®. 


водная отзъ а? есть а=—2- 


предБлъ отношен1я при #й стремящемся къ нулю. Пишемъ: 


р 
105 #21) — №52 ив (1+ =) (С) 
й м р 
Полагаемъ 2 = о, ® = ах; предыдущее выражене преобразуется слфдующимъ образомъ: 
1 
108 1-а) 1 а 
Я 108 (1-4) 
2 
При 7 стремящемся къ нулю (1--%) “ въ предфлЪ дастъ е и выражене (С) будетъ имЪть 


1ов е 
предЪломъ т $ итакъ, производная отз 10рх есть 38°. 


нь, взытый по основаню е, м обыкновенно черезъ а ВЪ 


такомъ случаБ производная оть |х есть _. 


5 29. Производная отъ зтх. — Производная отъ зшх, по опред$леню, есть пре- 
дЪль отношен1я 
эт (2-1) — зшх 
й " 
Преобразовываемъ это выражение: 


п (2-й) —зшх 2811 9. 608 ( + 5) 
й — йо 
1 ‚2 
— при стремящемся къ нулю 





и зам5чаемъ, что по известной теорем предломъ 


| ь 
будетъь единица, а второй множитель въ про обратитея въ сот; слВдовательно, 


производная отз вшх есть созх. 
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$ 30. Производная отъ с05х. — Производная отЪ созх, но опредфлению, есть 
предзль отношеня | 
с0$ (2- #) — с03%. 


й 
Преобразовываемъ это выражене: 
ан р 
60$ (2-й) — с05х __ ° 25 о Ё + 5.) 
Е = ар ^ 


.Й 
251175 
и зам5чаемъ, что предёлъ ‚__ есть единица, а сл$довательно, пред$лъ всего выра- 





женя есть — зшх; итакъ, производиая оть с0$х есть—втх. 

311 5 

с0$ 2? 

не причислять къ простымъ функшямъ, но можно ея производную получить и не- 
посредственно, болФе легкимъ путемъ. Эта производная, по опред$ленио, есть пред$лъ 
отношен1я 





$ 31. Производная отъ {а125.—Такъ какъ функщя фапех равна то ее можно 


$2154 ыЕ {апей 
бало (х + й) — пех 1 — 055 пой _ бапой (1 - 4206* 5). 
й < й — (1 — алое й) ? 


— 1х 


але й 
зная же, что предёль >. при № стремящемся къ нулю есть единица, заключаемъ, 





1 
что это послЗднее выражеше стремится къ 1 {4ап2?х или, что одно и то же, къ т 


$ 


$22? 


итакъ, роизводная отз фапох весть рт 


Производныя ОТЪ ОБРАТНЫХЪ ФУНКЦИЙ 


$ 32. Когда дзвЪ перемвнныя связаны уравненемъ, то каждая изъ нихъ можеть 
быть разсматриваема какъ функщя отъ другой. Если, напр., дано, что 


2—4(У), 
то можно, рёшивъ это уравнеше относительно у, представить его въ видЪ: 
У=® (1), 


гдЪ знакъ Ф обозначаеть функщю обратную той, которая была, обозначена знакомъ %. 
Поэтому, если мы возьмемъ какую-нибудь функшю отъ перем$нной, а зат5мъ 
обратную отъ результата, то эти два дфйстня взаимно уничтожатся и мы придемъ 
снова къ самой перем$нной. Такимъ образомъ, удерживая предыдупия обозначетя, 
можемъ написать: . 
ф [$ (4) ] = $ (@) =, 
Ф[Ф (#)] = (4) ==. 
Примфры.—Если дано, что 
Я =", 
то | 
у=уУх; 
&* 


28 
сл$довательно, квадратный корень есть обратная функшя отъ второй степени; риа 
того, очевидно, что эти два дЪйствыя взаимно уничтожаются, если ихъ выполнить 5 
посл5довательномъ порядк$. 
Еели дано, что 

. х — е#, 
то | 
слЪдовательно, логариемъ есть обратная функшя степени; кром$ того, согласно съ 


общимъ замфчанемъ, 
1е= — х. 


8 33. Зная производную отъ нфкоторой функши, можно найти производную и 
оть функщи, ей обратной. Пусть х есть функщя отъ у, опред$ляемая уравнетшемъ 


&=—0 (9), 


и предположимъ, что это уравневе даетъ: 
У— (2). 


Производная © (9), т.-е. производная отъ х, взятая по у, есть предлъ отношен1я при- 
ращешя х къ соотвЪтетвенному приращеню у, иначе говоря, производная х’. (у) есть 


| .‚ ДТ 
пред ль отношен 


ралцеше у; этими обозначен1ями мы будемъ пользоваться весьма часто. } 
Производная % (5), т.-е. производная отъу, взятая по х, есть предЪлъ отношения при- 
ращенля у къ соотвЗтетвенному приращеню х, иначе говоря, есть предфль отношен!я 


А 
д» и такъ какъ перемфнныя хи у ТБ же самыя, что и въ предыдущемъ случаф%, то 


. Ау Л - 
отношеня > И Е имфютъ предфлы, обратные другъ другу; итакъ, 


гд$ Аг обозначаетъ приращете х, а Ау—соотв$тственное при- 


1 
1.7 2) — —-. 
ат 
Это равенство даетъ намъ производную отъ функши $. 
8 34. Покажемъ, какъ вышеизложенное примфняется на, прим%рахъ. 
Пусть | 
2 — у”; 


1 
ЕЙ — 
триеыта у Дт д зы . 
‚ 1 ы 
СлФдовательно, производная оть функши х”, взятая по х, есть обратная производной 


отсюда, 


| 1 
оть У", взятой по у, т.-е. равна ———;; замВняя здфсь у его величиной, находимъ, 
: 1 
| | 1 
—»—г, Или, что одно и то же, 2” . 


т 
тих 


что эта производная есть 
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1 
в. В 
Итакъ, производная оть ит есть Е 10% п есть какое-уюдно иълое число. 


Разсмотримъ еще 
Х = Ш 9. 
Изъ этого равенства сл$дуетъ: 
9) —= атезтх; 


поэтому производная отъ агезшх, взятая по х, есть обратная производной оть $шу, 








1 1 

взятой по у, т.-е. равна ——, или, что одно и то же, —=—— 

6059 | — 2 

Полагая 
1 —.<089, 
д | Зе - 
мы точно также напли бы, что производная отъ агссо$х есть 
1—5 


Этотъь весьма важный результать требуеть нёкоторыхъ пояснений. 

Функщшя зшх есть вполн опредфленная функщя, т.-е. такая функщя, которая 
для каждаго значения х имфетъ единственное и опредфленное значен!е; нельзя того же 
сказать про функщю агеятх. Дйствительно, одному и тому же синусу соотв тствуетъь 
безчисленное множество различныхъ дугъ и если а обозначаетъ одну изъ нихъ, то 
остальныя заключаются въ формулахъ 2 Кл си (9К-+-1 «— о, ГДЪ К есть про- 
извольное цфлое число; изъ сказаннаго ‘заключаемъ, что въ общемъ выраженш ихъ 
производной долженъ стоять двойной знакъ —=. Если же приходится, въ чаетномъ 
случа, разсматривалть одну изъ дугъ, выражаемыхъ символомъ агезтх, то опредфлеше 
знака производной не представляетъ никакой трудности. Въ самомъ длЪ, полагая 


Х — 5 и, 


а | № 
находимъ, что производная отъ у, взятая по х, есть созу И ЧТО ВЪ этомъ выраженя 


`н%Ътъ никакой двойственности. Вопросъ о двойномъ знакЪ -+= можеть представиться 


только въ томъ случаЪ, когда созу замБняется черезъ — = 2, причемъ видно, 
что знакъ радикала долженъ совпадать со знакомъ созу. Точно такъ же, если 





` = 6081, 
то | 
у = гсс0$ 2, 
1 Е Е 
и производная отъ у, взятая по х, есть — ту, т.-е. У причемъ знакъ этого вы- 
- У1— 2 а 


ражевая противоположенъ знаку эту. 
Пусть 
| 1 — 681025 
и, значить, 
у = агсфапех. 
Производная отъ у, взятая по х, есть, слфдовательно 


; 


созу =. 
1 <: 
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Эдфсь нЪтъ двойственности, такъ какъ дуги съ однимъ и ту же тангрисозеь 
содержатся въ общемъ выражении Кк--а и, значитъ, отличаются одна ть пес 
на постоянную величину, что на производную не вмяетъ. 


$ 35. Введене обратныхъ функшй даетъ возможность производныя от, Вучней 
а” и 107%, полученныя отдЪльно, вывести одну изъ другой. 
Если ь 
т — а*, 
то 
/ = 092. 


Сл$довательно, производная отъ 1х, взятая по х, есть обратная производной этъ 4”, 
взятой по 1, Т. е., если логариемы взяты по основанцю а, то 


10се __ 1056 
= = 
л х 


Производныя ФУНКЦ!Й ОТЪ ФУНКЦ!Й 


5 36. Если буква и обозначаетъ данную функшю отъ перемнной 2, то всякая 
функшя отъ и будеть функщей отъ х; поэтому, таюмя функши: получили назвате 
функший отз функций. 

Такъ, напр., если | 


то у, разсмотр$нная въ зависимости отъ х, есть функиая отз функичи. 

Покажемъ, что если функши э`и Е таковы, что мы можемъ составить ихъ произ- 
водныя, то мы можемъ также составить производную отъ у по х. 

Въ самомъ дфлЪ, предположимъ, что перем$нной х придано прирашеше Ах и что 
велЪдетв1е этого получилось 


для и приращете Ам, 
| для у приращете Ду. 
Пишемъ тождество 


Лу _ ми 1 
Ах  А&\‘ А 


и переходимъ къ пред$лу, приближая Ах къ нулю; первая часть этого равенства, по 
‘опредфленю, въ нред$л$ дастъ производную отъ у по х, два же множителя второй 
части будутъ стремиться соотвЪтственно къ пон отъ % похи къ производной 
оть у по и. Обозначая эти производныя черезъ х'’(х) и ЁЕ' (м), заключаемт, что пройз- 
водная оть у по х есть 

Ф' (2) Е" (и). 


Этотъ результать можно прочесть слёдующимъ образомъ: 

Производная фуикци отъ функции есть произведене производныхь отз составлляю- 
чцихь ее проетьхь функий, причемь каждая изъ посльднихь берется по той перемн- 
ной, 075 которой она непосредственно зависитяэ. 
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Прим5ры. — Пусть дана функщшя. у == сова = 59 ( 5 ;) . Это выражене мо- 





жетъ быть разсматриваемо, какъ функщя отъ функщи. Дйствительно, полагая 


| 


—2— и, 
мы можемъ написать, что 

1) —= $11 %. 
Прилагая общее правило, находимъ для производной оть у но х 


(— 1) в08$ и = — Ш х, 


что согласно съ найденнымъ раньше ($ 30). 


Пусть дана функщя у == с0% 2 == авео (-=— 


`_ д). Полагая 
\ 2 / 


0 '— 
| Ро —#— Ц, 
мы можемъ написать, что 
у — {405 4. 


Прилагая общее правило, находимъ для производной отъ у 


1. = Е. ] 
-1 60524 ^_ $1025 ° 


Пусть будетъ дана еще функшя 12°. Полагаемъ: 


=. 
1 — 1%. 


По общему правилу находимъ для производной отъ у 


и, дъйствительно, |1? = 5х, откуда, ясно, что производная отъ заданной функии должна 
быть равна производной 1х, взятой пять разъ. 


т 
$ 37. Вакъ послЪдаЙ примфръ, составимъ производную отъ функщи у=х", гдЪ 
т и п обозначаютъ цфлыя числа. Эта функШя можетъ быть СНЫ, какъ 
функщя отъ функщи. Въ самомъ дфлЪ, полагая 


з | = 


д” = + 


3 


напишемъ: 
у — и”. 


По общему правилу и на основан!и результатовъ, полученныхъ въ 88 26-мъ и 34-мъ, 
находимъ для производной отъ у 





й р = 
у —= ти = д" =—фдя 
® ® 


за 
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сл5довательно, производная отъ 2:" получается по той же самой ФформулЪ, какь 
Чи 
если бы показатель —— былъ цфлымъ числомъ. 


$ 38. Предыдущее правило можно распространить на составлеше производной 
функщи отъ функши, связанной съ перем$нною х посредствомъ нЪФеколькихъ проме- 
жуточныхъ функщй. ДЪйствительно, полагая 


и= (4), о=%и), ш==Ко), у=ГР о, 


поищемъ производную отъ у по х. Пусть Ах есть приращен!е х, а Аи, Аъ, А, Ау — 
соотв$тетвенныя приращен!я и, ©, 2, у: пишемъ тождество 


о № № № 


и замБчаемъ, что когда Ах стремится къ нулю, то первая часть этого равенства въ 
предл даетъ производную отъ у по 2, а множители второй части стремятся къ про- 
изводнымъ отъ у, 26, г, и, причемъ каждая изт этихъ послБднихъ берется по той пере- 
мЪнной, отъ которой она непосредственно зависить. Отсюда заключаемъ, что про- 
изводная отъ у есть произведение производныхъ отъ отдфльныхъ функшй у, 1, ъ, и, 
причемъ каждая изъ производныхъ взята по той перем$нной, отъ которой она непо- 
средственно зависить. 


ПроизводнАЯ ОТЪ ПРОИЗВЕДЕНТЯ 


$ 39. Пусть и, , 1е будутъ данныя функщи отъ одной и той же перем нной =; 
назовемъ черезь у ихъ произведене, отъ котораго и требуется найти производную. 
Пишемъ: 
: у—и.9. 1%; 


беремъ отъ обфихъ частей этого равенства неперовы логариемы: 


у — ШГ 12-- 16; 


теперь переходимъ- къ производнымъ отъ об$ихъ частей посл$дняго равенства, при- 
_ мфняя правило функшй отъ функщй и обозначая черезъ у, и, %, и’ производныя 
ОТЪ 9, и, %, И: 

Ре 


1 1 
И=ии-У-- и’; 


$ |= 


1 
у 
отеюда р 


Я = 5 и —- > я —- = и’ — ими цих ии. 


Такимъ образомъ, производная отъ произведения есть сумма произведенй, получае- 
мыхъ отъ послЪдовательнаго умноженя производныхъ каждаго множителя на произве- 
деше вохъ остальныхъ. 
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ПрОоИЗВОДНАЯ ОТЪ ЧАСТНАГО 


$ 40. Пусть ци и 2 будуть двЪ функщи оть ОДНОЙ И ТОЙ же перемЪнной 2х: на- 
зовемъ черезъ у ихъ частное, отъ котораго и требуется найти производную. Пишемъ: 


и——. 
У=-; 


беремъ отъ обфихъ частей этого равенства неперовы логариемы: 
|9 — 1% — 1; 


теперь переходимъ къ производнымъ отъ обфихъ частей посл$дняго равенства, поль- 
зуясь т5ми же обозначениями, что и въ предыдущемъ случаЪ;: 


9 и 4) ?: 


отеюда 
Г 9 9 рф 
тЫ ЗЕЕ и. 
% $ $ 


4 
По этой формулЪ и составляется производная отъ частнаго —_› если извфстны ‘про- 


изводныя 1 и % оть дфлимаго и дфлителя. 


ПроизводнАЯ ОТЪ СТЕПЕНИ 


$ 41. Пусть % есть функщя отъ х, а т— какой-нибудь показатель, положитель- 


ный или отрицательный. Полагая 
у— и”, 


беремъ логариемы отъ обфихъ частей этого равенства: 
| — ти; 


переходимъ теперь къ производнымъ по х оть обфихъ частей послЪдняго равенства, 
пользуясь прежними обозначен1ями: 
ти’ 


) 


вый 
отеюда, 


‚ _ ту 


у = = ИН 
« $ - 





Замфчане.—Если положить # =, то и =1, и предыдущая формула покажетъ, 
что производная оть функщи х” есть мл”-1. Этотъ результать быль полученъ для 
показателя цфлаго (3 26) или дробнаго (8 37) и притомъ положительнаго. Теперь же 
мы можемъ считать его вполн$ общимъ, потому что предыдущее доказательство при- 
лагается ко всфмъ безъь исключешя положительнымъ или отрицательнымъ `значе- 
ШЯМЪ т. 


ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ НСЧИСЛЕШЕ 5 
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ПРОИЗВОДНАЯ ОТЪ #1 


8 42. Разсмотримъ, наконецъ, сложное выражене №, гдз ц и г обозначить 
функши отъ перем$нной х. Полагаемъ 


и беремъ логариемы отъ обфихъ частей этого равенства: 
пу — $] ; 


далфе, переходимъ къ производнымъ отъ обфихъ частей послЪдняго равенства, поль- 
зуяеь правиломъ ($ 39) для производной отъ пройзведен1я: получаемъ: 


/ 

о 

У — ош, 
9 и 


у=у (им и 


Если предположить, напр., что 


откуда 


= ИФ, 


то 
ОЕ, 4, 


2" (%-— 1). 


и производная оть 17 будетъь 


НъкоторРЫЯ ПРИЛОЖЕНТЯ 


$ 43. Полученные въ этой глав результаты даютъ возможность найти про- 
изводную отъ какой-угодно явной функщи, составленной посредствомъ простыхъ дЪй- 
ствый. Важно освоиться съ этими первыми принципами на примфрахъ. 


1. Производная отъ агобапе — а) 
} а (а? — 31?) 
Полагаемъ 
37—22 
а (а? — 312) — --- 


тогда 
у — агсва по’ и 


. ь ь 1 

и у есть функщя отъь функщи, производная отъ которой равна произведенио т 

на производную отъ и. Примфняя правило $ 40-го, находимъ для производной отъ и 
З3(а^ -- 242? + 2) __ (а? - 22) , 











Кром того, 
1 __ 929 — 342). 
1 - и? (а? -- 22) 7 


значитъ, искомая производная, посл вс$хъ упрощен!й, будетъ 


За 
2? ^ 
Этотъ результатъ не трудно было предвид$ть, такъ какъ по извёстнымъ формуламъ 
Е . д 
тригонометрии функщя у равна Загсфапо -., И если бы мы стала составлять произ- 


водную отъ послЗдняго выраженя, то нашли бы непосредственно полученное выше 
значен]е, 





_/ 1-91 
9. Производная отъ Е 
1— чп 
„_ 1-90 
Разематривая у, какъ степень отъ дроби =. съ показателемъ --, и прим$- 


няя къ этой функщи правило, данное въ 8 41-мъ, находимъ для производной оть нея 


о с085(1 — 8114) + с0$2(1 -Е 8115) 2055 1 


у — я т. 
ЕЕ (1 — $115) — 2 (1-- мол) Ит— #025 1 — 9105 


1 —5105 


Еъ тому же результату можно придти, зам$тивъ, что 


1-12, п =). 
Ебре ==1ав8 (1 =. 21 








Е ‚. 2) 1 
дЪйствительно, производная отъ &а105 и равна - -`› ЧТо равносильно 
9605? | Е 
| Е р. 
предыдущему выражению. 
3. Изъ формулы 
о . П-1 п 
$1 Е хп 
$115 —- $125 --...-- = = 
яп — 


о 


— 


вывести выражене для суммы 
6085 -- 260395 |... +- исозих.. 


Для этого достаточно взять производныя отъ обфихь частей: 











7 9 .. 1 
Е Е - 17 
‚ Э э о я 
С055 —|- 260525 —- 369531 — а -- ов — — = 
т? — 
5 


4. Изъ формулы 


эта за (д -- =) эт (+ =). ‚за (2 би) вии 


9®—1 


вывести выражен!е для суммы. 


со -|- со (#-- =)... оо (= "7 а п). 


5* 
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Для этого достаточно взять отъ обфихъ частей даннаго равенства сначали лога 
риемы, а потомъ производныя: найдемъ: 





софх —- соф ( х -—- =) . -.-- 006 (2 и к) = тесофтх. 


\ т 


УпотреБЛЕН1Е ПРОИЗВОДНЫХЪ ПРИ ИЗСЛЬДОВАН1И ФУНКЦ!Й 


8 44. Если безконечно-малое приращен1е функщи совпадаетъ по знаку сь без- 
конечно-малымъ приращенемъ перем$нной, то говорятъ, что такая функщя —- возра- 
стающая; въ противномъ случаЪ она — убывающая. Сл$довательно, на основаши этихъ 
опредБлен!й, выражене, напр., такое, какъ «функця-—-возрастающая» означаетъ, что 
она возрастаетъ вмъспиь сз перемьнною. 


Когда функщя— возрастающая, ея производная — положительна, такъ какъ дробь 
Ф(х -- й) — $(5) 
——____^› Дающая въ пред$л$ эту производную, постоянно положительна: на- 
оборотъ, если функшя —убывающая, ея производная — отрицательна. Эти, очевидно, 
справедливыя замфчания часто бываютъ полезны при изученш посл$довательныхъ 
значенй функц1и; приведемъ н$еколько примФровъ. 

1. Разсмотримъ функшю 

__ $102 


) 


2 
производная отъ которой есть 


‚_ 26051 — 5Шх 
ож = к т 


Такъ какъ въ предфлахъ оть 2=0 до 7 = = всегда, х<41а125 и, значитъ, 26052 —51125< 0, 


.  $Шх 
то эта производная отрицательна: функшя —-—, поэтому, убывающая; кромЪ того, 


; о п 
эта функщя равна единиц при д — и — При х—-. Слфдовательно, она для вся- 


п 2 


— 
Ч 
жк 


каго промежуточнаго значен1я х меньше единицы и больше 
2. Дана функщя | 


г 


У=1 (1-2) —%; 
ея производная 


1 
И 


Эта послБдняя отрицательна при положительныхъ значешяхъ х; сл®довательно, дан- 


ная функшя— убывающая и, такъ какъ она равна нулю при х=0, то при всякомъ 
положительномъ значения х 


11а) —2<о0. 


3. Разсмотримъ, наконецъ, функщю 


у=1(1-+ 2) -2-- 2, 
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производная отъ которой 
172 


1-х‘ 








, 1 
аа а а 
Эта, послЗдняя положительна при положительныхъ значеняхъ 2: сл5довательно, дан- 


ная функщя — возрастающая и, такъ какъ она равна нулю при х==0, то она по- 
стоянно положительна, т.-е. 


1(1--)—#-+ > 0. 


Такимъ образомъ, для всякаго положительнаго значення х функщя 1(1--2) содер- 


2 


у) 


жится между д и х—-_; отсюда заключаемъ, что ее можно представить посредствомъ 


х— ГД 9 меньше единицы. 


0.5 
9 


ПорядДокКЪ ВЕЛИЧИНЫ БЕЗКОНЕЧНО-МАЛОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 


5 45. Разсмотримъ Ффункщю отъ х, 9(х), обращающуюся въ нуль при х=0. 
Производная $(2) при значети перемфнной, равномъ нулю, по опред$леню есть 


т чи ‚ Т.-е. предфлъ отношен!я а Сл$довательно, она обращается въ нуль, 


всяюмй разъ какъ $(2) при весьма малыхъ значешяхъ х есть безконечно-малая выс- 
шато’ порядка относительно х. | 

Можно итти дальше: если ‹(5) есть безконечно-малая п"-го порядка относительно г, 
т.-е. когда х принимается за безконечно-малую перваго порядка, то $(5) будетъ без- 
конечно-малою (и — 1)-го порядка. Въ самомъ дЪл5, представляя 52(х) въ видЪ 


$(1) ==” (А -- =), т (1) 


гд$ А есть постоянная, а = функщя отъ х, обращающаяся въ нуль вм5ет$ съ це- 
? 


рем5нною, и называя производную отъ = черезъ =, выводимъ: 
$'(5) = пл" —1 (А-Не) хе’. (2) 


Можно утверждать, что хе’ стремится къ нулю. Это — очевидно, если © не безпре- 


О 
Черти. 15. 


‚ дльно возрастаетъ; поэтому изслфдуемъ только тотъ случай, когда ве обращается въ 
безконечность при х равномъ нулю; строимъ кривую, уравнене которой есть у = в; 
такая кривая пройдетъ черезъ начало (черт. 15) и въ этой точк® ось у-овъ будетъ 
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къ ней касательною. Пусть 41 есть касательная къ этой кривой въ точк% 10, эез- 
конечно-близкой къ 0, а 4/— абециеса точки 4Г. Производная = есть тангенеь уг}. 
ОЛ; значитъ, х= равно @Т и, сл$довательно, меньше ©0О, т.-е. меньше =; а та. 
какъ = стремится къ нулю вмБст$ съ т, то и выходить, что хз также стремитен в; 
нулю. Отсюда заключаемъ. что 2”Ф есть безконечно-малая относительно 2” и вы 


ражеше (2) для Ф (т) есть безконечно-малая (п — 1)-го порядка. Также видно, чхо отно- 


$ (2) 
пене 1 


$ 





имфетъ предБломъ 7.4. 


Этимъ зам5чашемъ пользовался О. Боннё (О. Воппеф) при доказательств мно- 
гихъ важныхъ теоремъ, о которыхъ мы будемъ говорить ниже. 


ДИФФЕРЕНЦГАЛЪ ФУНКЦ!1И ОТЪ ОДНОЙ ПЕРЕМВННОЙ 


$ 46. Пусть о(х) есть функшя отъ перемВнной т, а э(х)—ея производная; въ 
такомъ случа 


"л__) 9-Е й) — 9(5) 
(а) = Па 


) 


ТДЪ й—безконечно-малая. Сл$довательно, 
Ф(&-- №) — ®(2) =1[5(х) =] =1%'(1) 1», 


при чемъ = обозначаеть другую безконечно-малую. Такъ какъ (т) конечная вели- 
чина, то Йз есть безконечно-малая относительно 15'(2) и разность 2(л - №) — ®(х) 
равна #й-2'(х), если отбросить безконечио-малую часть ея значетя. 

_ Итакъ, на основаши $8 1-го, произведеше #2), при й безконечно-маломъ, мо- 
жеть быть подставлено вмБето приращеюя $(х -- 1) — (5х) во всякой задачЪ, глЪ 
р$чь идетъ о вычислеши отношеня или суммы безконечно-малыхъ; это произведение 
называютъ дифферениалоль 3(х) и обозначаютъ его, ставя букву 4 передъь функщею. 

_ Ло этому обозначеню дифференщаль отъ х есть не что иное, какъ само при- 
ралцеве этой перемфнной, такъ какъ производная въ этомъ случа равна единиц%. 
Слдовательно, при замфн$ буквы й равносильнымъ ей выражешемъ 4х дифферен- 
щалъ функщи (7) приметъ видъ 

47(1) — $ (2) @т, 


которымъ мы и будемъ теперь часто пользоваться. 

Этоть дифференщалъ 45(х) не равняется строго, какъ только-что объяснено, 
‘приращеню $(7), но оно можетъ его замфнять, если посл днее ‘безконечно-мало, и 
отъ этого не произойдеть никакой ошибки при разысканш предфловъь суммъ или 
отношенй, куда входить такое приращетше. _ 

5 47. Поясняя почти всегда получаемые результаты, для ясности, теометри- 


чески, считаемъ не лишнимъ и здфсь, для дифференщала, указать на его геометриче- 
ское значене. 


_ Раземотримъ кривую, уравнея!е которой въ прямолинейныхь координатахъ есть. 


_у=9(2); 
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угловой коэффищенть касательной въ точкЪ, координаты которой суть хи у, 
есть (8 24) $(х) и, слБдовательно, уравнен!е касательной будетъ 


и—У=9(2) (1—2), 


тд и и {—текуийя координаты этой прямой, т.-е. координаты какой-угодно ея точки. 
Если, поэтому, мы припишемъ, начиная отъ точки касатя, координаты которой суть 
хи у, абсцисс точки касательной приращене #—х=й, то соотвтственное прира- 
щене ординаты будетъ 

1 —/=$ (2) 1, 


и дифференщалъ #2 (х) явится приращетемъ ординаты у, соотв$тствующимъ прира- 
щен!ю й абециссы при переходВ отъ кривой къ ея касательной. Итакъ, замЪна при- 
ращеня $(х-- 1) — (2) функщи 9(х) дифференщаломъ (12) то же самое, что замфна 
безконечно-малой дуги кривой ея касательною. 06% эти ЗОЕтАНОВИИ равнозначны и 
допустимы при однихъ и тЪхъ же обстоятельствахъ. 

$ 48. Казалось бы, что употреблене дифференщала, представляющаго, по пре- 
дыдущему, произведене производной °(х) на приращеше 4х перемЁнной, будетъ 
тождественно съ употребленемъ производной и не дастъ ни малфйшей спещальной 
выгоды. 

Сл$дующее замфчан!е покажетъ однако, что это не такъ и что употреблене 
дифференщаловъ можетъ быть болфе выгоднымт, ч$мъ употреблене производныхъ. 

Изъ соотношен1я 

у — $(2) 


и = 92) а: (4) 


: ( 
здесь 4х и Чу одинаково произвольны, одно только отношете —— опред$ленно и 


вытекаетъ, что 


равно производной °'(2). Поэтому, можно сказать, что макз какз у являотея функшею 
оъ х, то одииз изь дифферениалов», Чу или 4х, произволень и отношене ею кз дру- 
зол) равно отпошенио дезкопечно-малых5 приращен, какая моцть принять одновре- 
менно иу. — 

Это опредвлеше, очевидно, равносильное опред$леню, принятому нами вначалЪ, 
иметь весьма существенное преимущество въ томъ случаЪ, если оба количества, 
% и 19, входятъ одинаковымъ образомъ. Разовьемъ это подробнЪе. 

‚ Если у есть функщя отъ х, то х этимъ самымъ есть функшя отъ у, и ничто 
не обязываетъ насъ считать одну изъ этихъ перем$нныхъ или какую бы то ни было 
функщю отъ той или другой изъ нихъ за главную перем$нную. Введеше же про- 
изводныхъ требуетъ безусловно подобнаго выбора, потому что производная имфетъ 
опред$ленный смыслъ только тогда, когда указана и та перем$нная, отъ которой она 
взята, и та главная перемфнная, по которой она взята. Наоборотъ, изъ уравневя: 


Чу = (х) 4х, (4) 


опред$ляющаго дифференщалъ отъ у, мы узнаемъ отношеве дифференщаловъ 4у 
и 4х, т.-е. отношене безконечно-малыхъ приращен!й, каюя можно приписать одно- 
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временно хи у; одинъ изъ этихъ дифференщаловъ произволенъ, но какой именно, 
ах или Чу, изъ соотношешя (4) не видно; дфйствительно, послднее можетъ быть на- 


писано въ видъ: 
1 


НЫ 


ау 
и, сл5довательно, дифференщалъ отъ перем$нной х можеть быть раземотрён’ь какъ 
функщя отъ перем$нной у, соотв$тствующая произвольному значенио ау. 

Боле того, дифференщаль функщи всегда одинъ и тотъ же, какова бы ни была 
перем$нная, по которой эта функшя выражена. Въ самомъ дЪлЪ, пусть у есть функ- 
пя оть и, а ч, въ свою очередь, есть функшя отъ х, т.-е. пусть 


у= (и) 


#1 —Ф (1). 


Дифференщаль отъ у, если разсматривать у, какъ функщю отъ х, есть произведение 
4х на производную отъ у (8 36), равную %(и)2\(х); значить, 


ау —% (14) © (х) ах. 


Съ другой же стороны, дифференталъ отъ у, если разсматривать у, какъ функщю 
отъ и, есть 
ау —= $ (и) 4и, 


что вполнЪ совпадетъ съ предыдущимъ выраженемъ, стоитъ только въ этомъ поелд- 
немъ равенств$ дифференщалъ 4и замфнить его значешемъ 


аи —= © (т) 4х, 


вытекающимъ изъ самаго опредБлеюя и, какъ функщи отъ х. 
ЭЗдЪеь такъ же, какъ и въ предыдущемъ случаЪ, изъ соотношений: 


Чи — Ф'’(2) ах, 
4у —х (м) 4м, 


связывающих дифференталы 4х, Ау, 4и трехъ перем$нныхъ х, у, и, изъ которыхъ 
каждая выражается черезъ дв друмя, видно, что одинъ изъ этихъ дифференталовъ 
произволенъ и что отсюда мы можемъ узнавать только отношевня безконечно-малыхъ 
приращенй, каюмя могутъ получить одновременно х, уи и; при этомъ не указывается, 
какую изъ перемнныхъ принимать за главную. 

8 49. То же самое замБчане распространяется на какое-угодно число перем%н- 
НЫХЪ 2, 1, 2, и, %, 14, лишь бы только он$ были связаны между собою такимъ обра- 
зомъ, чтобы вс ихъ можно было разсматривать, какъ функщи отъ одной изъ нихъ. 
Принимая х за главную перем$нную, получимъ для 4у, 4г, ди, 4, @ю значевя: 


ау=уах, 4г=2ах, 4ди=иах, 4ф—ах, 4ш = и ах, 
или, что то же самое, | 
42 _ Чи __ 4 _ а __ 4х 
не Ре, ча 


1 
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не дЪлая новыхъ вычисленй, мы можемъ за главную перем6нную принять другую 
изъ данныхъ, хотя бы и: отношетя дифференщаловъ ау, 42, Чи, 4%, аш, ах оста- 
нутся ТЪ же, — достаточно будетъ считать 4 получающимъ произвольное значене 
взамЪфнъ ((х. 

Чтобы вычислить производныя различныхъ перемф$нныхъ, взятыя по главной 
перемфнной и, достаточно раздфлить на Чи дифференщалы отъ этихъ перем$нныхъ. 
СлЪБдовательно, производныя будутъ: 


ау __ У 42 _ #' а __ 9 4 _ Ш ат 


1 
аи и’? дм ч\’? пи ди и’ Ч и’ 


точно такле же результаты мы получили бы на основами теори функшЙ отъь функщй. 


Чдстныя ПРОИЗВОДНЫЯ ФУНКЦЙ ОТЪ НЪСКОЛЬКИХЪ ПЕРЕМБВННЫХЪ 


$ 50. Если функщя зависить отъ н%$еколькихъ перемнныхъ, независимыхъ 
другъ отъь друга, то производную отъ нея можно брать по каждой изъ этихъ пере- 
м$нныхъ, считая при этомъ вс остальныя за постоянныя. Взятая такимъ образомъ 
производная называется частиою производною. 
Разыскане частной производной точно такое же, какъ и производной отъ одной 
только перем$нной, и не требуетъ, поэтому, новаго изложерля. 
Если ©(х, у, 2) есть функшя отъ трехъ перем$нныхъ а, у, +, то частныя про- 
изводныя по этимъ тремъ перем ннымъ напишутся сл5дующимъ образомъ: 
& 4 4 
ах’ ау’ а2` 


{$ : 
Смыслъ этихъ символовъ ясенъ изъ предыдущаго: я есть предфлъ отношеня без- 


конечно-малаго приращеня х къ соотвЪтственному приращен1ю х, при чемъ уи 
Я 
остаются постоянными: также, при вычислени =: постоянными будутъ хи, а при 


. 4 
вычислени 7, постоянными будуть д и 9. 


8 51. Разсматриваемая функшя о можеть быть выражена безчисленнымъ коли- 
чествомъ способовъ, потому что вместо перем$нныхъ х, у, г можно нодставить три 
новыхт перемённыхъ, которыя были бы опред$ленными функщями отъ первыхъ. По- 
лагая, напр., 

#—, (я, 9, =), 
9—4. (2, 9, 2), 
ю—= 4, (х, у, 2), 
мы можемъ функщшю о выразить въ зависимости отъ и, г, @ и, значитъ, можемъ 
а 42 @ | 
разсуждать о частныхъ производныхъ с т, д. Далфе мы увидимъ, что можно. 


вычислять эти производныя, не выражая явно функщю ® въ зависимости отъ но- 
выхъ перем$нныхъ. Слфдуетъ, однако, замфтить теперь же, что для опредфленя зна- 


Чи 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕН!Е 6 


ченя -^ недостаточно знать функцио © ‘и перемфнную и. Эта производная зависить 


4.2 


также отъ выбора двухъ другихъ перемфнныхъ г и иг, которыя необходимы, кром% н. 
для выраженя © и которыя должны при дифференцированин оставаться постоянными. 
Раземотримъ, для примфра, функцию 


фа Ру--2) 1 
пишемъ: 


ах 
ат = —- у- 2) уз —- 2:22. 


Полагая же 
ди -2=и, 1У2=, 
придаемъ функщи о видъ: 





Ф — 120 


и находимъ: 


4% 
и: = За — 2(х и 2) уг. 


Отеюда заключаемъ, что одна и та же функщя о можеть имфть весьма различныя 
частныя производныя, взятыя по одной и той же перем$нной х, и что эти производ- 
ныя зависятъь отъ выбора перем$нныхъ, служащихъ вмфстЪ съ х для выражения о 
и остающихся при дифференцировани постоянными. 

$ 52. Предыдущий прим$ръ не оставляеть никакого сомнфея относительно в*р- 
ности высказаннаго предложеня. Мы считаемъ, однако, полезнымъ прибавить нЪ- 
сколько пояснешй для лучшаго усвоеня стмченнаго нами различия. 

Раземотримъ, для ясности, функцию отъ двухъ только перем нныхт: 


2— (т, у); (1) 


эта функщя г можеть быть выражена равнымъ образомъ черезъ х и какую-нибудь 
новую перемБнную, связанную съ двумя первыми даннымъ соотношенемъ. Пусть 
эта новая перем$нная и опредФляется уравненемъ: | 


и— (т, 9); (2) 
изъ уравнений (1) и (2) можно исключить у и получить соотношее вида: 
2 = Е(х, и). (3) 
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Производная я. Изъ уравневшя (1) есть предфль отношетя приращен!я 2 къ 
приращен!ю х, хозда у остаетея постояннымъ. 
Производная 7 изъ уравнешя (3) есть предФль отношеня приращеня г къ 


приращен!ю х, кода и остается постоянным. 
Съ другой же стороны ясно, что при у постоянномъ и — перем$иная, а при и 
ё 


.  @ 
ноетоянномъ у—перем$нная; слБдовательно, оба значеня 22 ВЫведенныя изъ урав- 


невшй (1) и (3), не тождественны по опредФлен!ю и, понятно, не равны между собою. 


4.3 
42 
4х 
явится предбломъ отношешя приращешя = къ приращенио х, когда перем щете по 
поверхности проясходитъ безъ измБнетя уч, т.-е. происходитъ по части, параллельной 


Если разсматривать уравнене (1), какъ представляющее поверхность, то 


7 = 42 5 ы я 
плоскости ХА. Наоборотъ, вывести : изъ уравнетя (3) значить найти отношене 


приращетя 2 къ приращению х, когда перемфщене по поверхности происходитъ при и, 
сохраняющемъ постоянное значене, т.-е. по нфкоторой кривой, зависящей отъь при- 
роды функши и; отношеше же приращеня 2 къ приращен1ю т, вообще говоря, раз- 
лично для разнаго рода кривыхъ, каюя можно нанести на одной и той же поверх- 
ности отъ данной точки. Это настолько справедливо, что выбирая кривую, получае- 
мую отъ пересЗченая поверхности съ плоскостью, параллельною плоскости ХУ, для 
которой 2=—постоянно, мы можемъ всегда это отношене привести къ нулю. Когда же 
2 юодержитъ дв перем$нныхъ и нЪтъ указавй для выбора той перем$нной, которую 


нужно присоединить къ х и предположить постоянною при разыскавши производной, 


(2 
тогда —_ является Беопредзленнымъ. 


ДиФхФЕРЕНЦТАЛЪ ФУНКЦИ ОТЪ НБСКОЛЬКИХЪ ПЕРЕМЪЬННЫХЪ 


8 53. Безконечно-малое приращеве функщи отъ нфеколькихъ перем$нныхъ мо- 
жетъ быть представлено, подобно безконечно-малому приращен1ю функшй отъ одной 
только перемфнной, въ вид весьма простого выражен!я, отличающагозся отъ истин- 
наго значен1я на безконечно-малую величину высшаго порядка. Раземотримъ сначала 
функщю о(х, у) оть двухъ перем$нныхъ, независимыхъ одна отъ другой. Придадимъ 
каждой изъ этихъ перем$нныхъ безконечно-малыя приращен1я перваго порядка й и К, 
тогда приращеше для о будетъ: 


ое №, у) — 9, у) = э&--№, у ®) — ча РР, у) о №, у) — э(, у). 


Но разность 


ое -Н\ у — е-НЬ, у) 


можетъ быть разсмотр$на, какъ приращен1е функщи >2(=--й, у), въ которой пере- 
мфнная у получаеть приращеве /. Въ такомъ случа, пренебрегая ($ 46) безконечно- 
малыми второго порядка, пишемъ: 


Ф(д А, УК) — 9х ЕВ, у) = 1. (&-ЕЬ, 9). 
Точно такъ же, отбрасывая безконечно-малыя второго порядка, находимъ: 
$(х -Н №, у) — (х, у) = № „(х, у). 


Эдфеь ©, И ху обозначаютъ производныя отъ э, взятыя соотв тетвенно по хи 10 у. 
Итакъ, пренебрегая везд$ безконечно-малыми второго порядка, имфемъ: 


ф(х--А, у-- ®) — (а, у ==, (ВА, у №. (<, у). 
6* 
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А такъ какъ ©,(х--1, у) дбезконечно-мало отличается отъ 9',(х, у), то произведете 


на / разности этпхъ выражен!й можетъ быть отброшено и, пренебрегая вездЪ безко- 
нечно-малыми порядка выше перваго, можно написать: 


ож 1, У А) — о(х, у =10,(1, у- № (2 1). 


$ 54. Предыдущее выражене весьма зам чательно: оно показываетъ, что для 
значетй перем$нныхъ безконечно-мало отличающихся оть данныхъ значенй хи у 
приращен!е функши есть функшя первой степени относительно приращевй [и /, 
приписанныхъ соотвфтетвенно хи 1. При этомъ, понятно, всегда отбрасываются без- 
конечно-малыя второго порядка. 

Если назвать чЧерезъ ах и 4у произвольныя приращеня № и № и замфнить въ 


> 4 Ч 
то же время производныя ©, и ®, принятыми обозначенями 3 И а то выражеше 
приращеня функщи х будетъ 


4$ 4$ 


Это выражене называется полнымъ дифференщаломъ отъ $, который принято обо- 
значать черезъ 45, такъ что, по опредБлен!ю, 


__ @ 49 


Этоть дифференщаль 42, если пренебречь безконечно-малыми второго порядка, есть 
приращене функщи х, соотвфтствующее безконечно-малымъ приращен1ямъ 4х и ду, 
приписаннымъ соотв$тетвенно хи у. 

Необходимо при этомъ замфтить, что во второй части предыдущаго уравнен1я 


д а 
числители дробей Че ау Представляютъ различные символы И ЧТО НИ ОДИНЪ ИЗЪ 


нихъ не должно см5шивать съ полнымъ дифференщаломъ 4$, который пишется 
точно такъ же. . 


4? | 
Числитель въ а; есть дифференщалъ отъ ф, взятый по одной только перем$нной г. 


@‹ 
Числитель въ и есть дифференщалъ отъ ©, взятый по одной только перемЪнной у. 


Наконецъ, первая часть уравнен!я есть полный дифференщалъ, представляющий 
сумму двухъ другихъ. 

Неудобно, конечно, писать одинаково количества существенно различныя, но 
предупрежденный читатель не найдетъ въ этомъ серьезнаго затруднения. | 

$ 55. Совершенно тамя же разсужден1я показываютъ, что безконечно-малое при- 
ращене функши оть трехъ перемфнныхъ ©(х, у, 2), когда х, у, 2 получаютъ безко- 
нечно-малыя приращемя перваго порядка й, /, [, можетъ быть представлено, если 
` пренебречь безконечно-малыми второго порядка, въ видЪ 


991 4. | 4%. 
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эта сумма называется полинмь дифференщаломъ при # = ах, К =4у, 1==42; итакъ, 
по опредБлению, 
45 


р В 
"Я (у = 1; 42. (1) 





| фр = 4? ад = 
Когда 4х, Чу, 4г—-безконечно-малыя перваго порядка, то 42 представляетъ, если пре- 
небречь безконечно-малыми второго порядка, приращете о, соотв$тетвующее безко- 
нечно-малымъ приращен1ямъ 4х, ау, 4: трехъ перем$нныхъ. 

ЗдЪсь нужно сдфлать то же замфчане, какъ и въ случаЪ функшй отъ двухъ 
перем5нныхъ, ‘именно, что выражене 4х въ уравнении (1) имфетъ четыре различ- 
ныхъ значения. 

$ 56. Предыдущая теорема и опредЪлене распространяются безъ труда на случай 
какого-угодно числа перем$нныхъ. Безконечно-малое приращене функщи <(х, 9, 2, и, 5), 
соотв$тствующее безконечно-малымъ приращенямъ 1, ЛХ, р т, п перем$нныхъ, равно, 
если пренебречь безконечно-малыми второго порядка, 


СЕВ ЕЕ т 9; 


обозначая въ этой сумм$ приращетя Й, К, р, т, п соотв$тственно черезъ 4х, ау, 4:2, 
фи, 4, получаемъ выражение: 


т ах-- с ау 4 Рае би 4 о, 


которое называется полнымъ дифференцаломъ отъ.> и обозначается черезъ 45; этотъ 
дифференщалъ можетъ зам$нять приращене функщи, если 4х, ау, 42, аи, 4 — без- 
конечно-малы. 

$ 57. Пусть и обозначаеть функщю отъ н$еколькихъ независимыхъ перемЪн- 
ныхъ и, чтобы остановиться на чемъ-нибудь опредфленномъ, предположимъ, напр., 
отъ трехъ независимыхъ перем$нныхъ. Приписывая этимъ посл$днимъ безконечно- 
малыя приращеня 4х, Чу, 42 и отбрасывая дезконечно-малыя второю порядка, прира- 
щене отъ и мы выразимъ, по предыдущему, формулою: 


ди = (4) ав -|- (+ и) а И (=) & 


ди ди ди 
ГЛЪ (3), [9 = суть три функщи отъ х, у, 2, независяния отъ 4х, ау и 42. 


Этотъ результать можно изложить еще сл$дующимъ образомъ: придавая л, уу г иш 
одновременно четыре безконечно-малыхъ приращен1я и пренебрегая безконечно-малыми 
второго порядка, получаемъ уравнене первой степени относительно этихъ четырехъ 
приращен!й, изъ которыхъ каюя-нибудь три будуть произвольными. = 

Очень важно замфтить, что при такомъ изложени исчезаеть всякое разлище 
между функщею и и перем$нными, отъ которыхъ она зависитъ: хх, у, 2, и являются 
четырьмя перем5нными, связанными однимъ уравнешемъ, и каждая изъ нихъ м0-. 
жетъ быть разсматриваема, какъ функщя трехъ остальныхъ. 


46 


Уравнение первой степени, связывающее 4х, (у, 4: и 4и, будучи рЪшено пвосл”- 
довательно относительно каждаго изъ этихъ дифференщаловъ, дастъ производныя для 
соотвфтственной перемфнной, взятыя по тремъ остальнымъ перем$ннымъ, разсмотрубБ- 
нымъ какъ независимыя. Если, напр. 


Чи — Рах —- Оау- Па:г, (1; 


гдЪ и разсматривается какъ функшя отъ х, уи 2, то 





аи Ь 
Р=а., 9=, В= ”. 
Но уравнене (1) даетъ также: 
1 Р Е 
Чу —= — а4— ах — == 42: 
фо 
слфдовательно, 

и ам 
дот __ & _ № 
ди ди’ 4 ша’ а аи 

ау ау ау 


С! аи 
Первое изъ трехъ послднихъ равенствъ очевидно, потому что оба частныя т изу 


выражаютъ отношен!е безконечно-малыхъ приращевй, которыя могутъ принимать одно- 
временно (8 48) у и ч, въ то время какъ 2 и х остаются постоянными. 


Производныя отъ СЛлОЖнНЫхХЪ ФУНКЦЙ 


$ 58. Изъ самато назван1я: «сложная функщя» слБдуетъ, что это такая функшя, 
которая требуетъ предварительнаго выполненя нЪкоторыхъ дЪйствЙ надь другими 
функщями. 


Пусть и их будуть двБ функщи оть перем$нной х. Всякая функшщя вида 


УФ (и, +) 
есть сложная функшя отъ 2. 

Разыщемъ теперь производную отъ сложной функщи. Такая задача была бы 
болБе у м$фста сейчасъ посл правилъ, относящихся къ нахожденю производныхъ, 
еслибы р5шеше ея не облегчалось т5ми улрощенями, каюя вносятъ теоремы, доказан- 
ныя въ предыдущихъ параграфахъ. 

Придавая х безконечно-малое приращение Ах, получимъ для и и 9 соотвфтственно 
приращеня Аи и Дь; пренебрегая же безконечно-малыми второго порядка, мы выразимъ 
приращете Ау функщи у (8 54) въ видЪ: 


ду= = Аи -|- 53 До, = | (1) 
откуда 
ду _ 4 № | №9 №. 


Ао им фм’ 
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предфлы обфихъ частей послБдняго уравневмя, при Ах стремящемся къ нулю, строго 
равны между собою, потому что въ уравнени (1) мы отбросили только безконечно- 
малыя второго порядка; слЪдовательно, 


а И т О 00 
ах аи ах! фах. 


Точно такъ же, обозначая черезъ 15 и, # три функщи отъ х, для производной отъ 
сложной функши у=® (1, в, в) мы составимъ формулу: 


ау 4 аи , 4 4% ах аи 
а - ди Та а: 


Вообще, производная сложной функщи отъ какого-угодно числа функшй 


У=Ф(н, 0, в, а, 0) 
выразится формулою: 


ау _ 4 ди, @ 4 | 460 | 4 42 ыы дф № 


о А дей —щ — _ < — 


ах аи ах Га ах 'ашах Г а ах | ал: 


что можно прочесть слБдующимъ образомъ: производная отъ сложной функщи есть 
сумма производныхъ отъ данной функши, получаемыхъ въ послЖдовательномъ по- 
рядкЪ, при чемъ всяюй разъ за изм$ёняющуюся одновременно съ лх принимается только 
одна изъ функшй, отъ которыхъ зависитъ данная, а остальныя разематриваются какъ 
постоянныя; каждая производная отъ данной функши сводится, такимъ образомъ, на 
производную функщи отъ функши. 

$ 59. Предыдущая теорема можеть быть приложена къ составленшю уже полу- 
ченныхъ производныхъ отъ произведетя или отъ выражеюя вида и‘. 

Раземотримъ сначала произведение: 


1 — {.. . С, 


ГБ \, %, № обозначаютъ функщи отъ перем$нной х. Это произведете можно принять 
за сложную функщю отъ , р и в и воспользоваться предыдущею теоремою: 


а = 


что совпадаетъь съ полученнымъ раньше (8 39) результатомъ. 


Точно такъ же, полагая 
: — №”, 


гл ци 5 обозначаютъ функщи отъ 2, можно у раземотрьть какъ сложную функцию 
`и составить формулу: 


ау 4ц Чи ау 4 аи 4 
О а о мы Е 01 — 
4х аи ад Г фа“ 47% № 4 


что вполнЪ согласуется съ полученнымъ раньше ($ 42) результатомъ. 
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ПрРоизЗводныя ОТЪ НЕЯВНЫХЪ, ФУНКЦ! 


8 60. Подъ именемъ неявной функщи разум$ютъ всякую, вполнЪ опред$ленную 
функцию, аналитическое выражене которой не дано. 

Изъ неявныхъ функшй мы раземотримъ здЪсь только таюмя, которыя опред$- 
ляются не рёшенными уравневями. 

Разсмотримъ сначала простёйц!й случай, когда функшя у опред$ляется уравне- 
н1емъ между этою функшей и перем$нною т, 


Ф(=, У) =0. (1) 


Чтобы вывести изъ такого уравнен1я производную, или, что то же самое, дифферен- 
щалъ отъ у, зам$тимъ, что функщя © будетъ теждественно равна нулю, если пред- 
положить у замненнымъ его значетемъ черезъ х, а въ такомъ случа$ дифференщалъ 
отъ > будетъ равенъ нулю: 


г -- ау, (2) 
откуда 
4$ 
ду_ @ 
Я. 4’ 
ау 


И задача р$шена. 
Непрем$нно сл$дуетъ замЪтить, что уравнене (2) есеь строгое сл5детще урав- 
неня (1). Такъ какъ при недостаточно полномъ разсуждени можно было бы допустить 
противное, то мы остановимся на этомъ важномъ пунктъ. 
Такъ какъ уравнене 
$ (м, у) =0 


обращается въ тождество при замфнЪ у его значенемъ чрезъ х, то приращеше функ- 
щи < будетъ строго равно нулю; поэтому, казалось бы, его значене 


се Г ау, 





вВЪ которомъ отброшены (8 53) безконечно-малыя второго порядка, нельзя принять 
равнымъ нулю, а только безконёчно-малой второго порядка, такъ что строго было бы 


се др -- 9 и Чу=ь, (3) 


ГД г— безконечно-малая второго порядка. Этого уравненя достаточно для нахожденя 


._ @ Е | 
значен1я т Потому Что -_ ВЪ предзлЪ обращается въ нуль, но можно доказать, что с. 


строго равно нулю и что уравнеше (2) имфетъ м$ето бёзъ всякой ошибки. ДЪйстви- 
тельно, такъ какъ у есть функщя отъ х (все равно, извЪстная или неизвфотная), то 
фу есть вида К4х, а въ такомъ случаЪ первая часть уравневя (2) представляетъ про- 
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изведене 4.г ва нфкоторый коэффищентъ-функцю отъ 2; съ другой же стороны, только 
при услови, что этотъ коэффищенть есть нуль, произведеше будетъ безконечно-малою 
порядка выше перваго,—значитъ, онъ строго равенъ нулю. 

$ 61. Дано, напр., уравнение: 


Г(а, у) = 49 — зу -- зте=0; (1) 
пишемъ: 
Ч (х, у) 4. (У) ов 
откуда | 
Чу _ 605% (2) 


а 3(1—4)' 


Этотъ результать легко повфрить. Въ самомъ дЪлЪ, изъ уравневя (1) находимъ 


‚Виа 
== 910 — 


3 ®, И, сл5довательно, 


такъ что уравнеше (7) равносильно 


60$ % ` 0$ Х 0$ 


ОХ п ЖЖ — рии: 


т р ть 
о о мо А кый ге 2 ВА Ч 
3 (1—4 ЗИ 3 2} 3 |1 4 (1 С03 3 =) 3 (4 С0$ 5 т 3) 


я а =! ) 


а 6082 
3 3 


60$ 5 = 4 60$ 2— 3608-32, 


а, это - изв5стная формула для косинуса тройной дуги черезъ степени косинуса про- 
стой дуги. 

$ 62. Переходимъ къ бол$е сложному случаю. Предположимъ, что у и 2 двЪ функ- 
щи отъ х, связанныя съ перемфнною уравнетями: 


Ф (2, У, 2) —=0, $ (5, 3, 2) = 0. 


Если бы эти уравнемя были рёшены относительно у и 2, то подставляя въ 
нихъ вм$сто уиг найденныя значен!я, представляющая функщи отъ х, мы получили 
бы тождества, первыя части которыхъ имфли бы, поэтому, дифференщалы строго рав- 
ные нулю; сл$довательно, 


Я Чоу 98 2—0, 
д 4-9 Е: 42 = 0, 


откуда | 
ах ны ау. р 8 

2 44 94% 47 %% 44? 

Чу 4 ау 4% 44 Е 


ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ 1 
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а эти уравненя даютъ дифференщалы ау, 42, или, что одно и то же, производныя: 


ау _ 48 44  а4 а _ ах ду ау ах 
ах 4 @& _ 44’ а 44 _ 4% %` 


ау аа 44а ду 42 а2 ау 





$ 63. Ходъ разсуждений, остается тотьъ же и для большаго числа уравневй, но 
равнаго всегда числу неизв$стныхъ функшй. Отношеня дифференщаловъ въ каждомъ 
случа$ получаются посредствомъ р5шетя системы уравнений первой степени, и ви- 
чего другого, какъ только эти отношен!я, узнать изъ такихъ системъ нельзя, потому 
что одинъ изъ дифференталовъ непрем$нно произволенъ. 


Если, напр., 
2, (©, У 2, м, )=0, 
ф. (2, У, 2, и, 5) =0, 
Ф. (х, у, =, и, #)=0, 
ф, (5, 9, 2, и, 5) =0, 


то дифференшалы будуть связаны уравневями: 


пре де ау а 2 -- ди -- ЧН Фи ==0, 
ое фи -|- | 2 а аи 94 =0, 
ы, Аа у“ 


,. ЕЕ 


42 т, т т, о (р — 0, 





и эти уравнетшя, опред$ляя отношен!е двухъ какихъ-нибудь изъ этихъ дифференщаловъ, 
дають возможность вычислить производную отъ одной изъ перемённыхъ по другой, 
принимаемой за главную. 

$ 64. Разсуждения остаются т$ же и въ случа неявныхъ функшй, зависящихъ 
отъ нЪеколькихъ независимыхъ перем$нныхъ. При вычислен!и производной отъ функ- 
щи по одной изъ перемфиныхь веЪ остальныя независимыя перемфнныя будутъ по- 
стоянными, иначе говоря, онф будуть входить въ вычислен!я, какъ постоянные па- 
раметры. | 
Пусть, напр., дв5 функщи и и % оть х и у опредфляются уравнен1ями: 


Е (5, у, \, и) = 0, } 
1 
$ (2, у, и, 5) =0. | (0) 


аи 40 
При вычислени производныхъ 1, и -. перемфнную у можно принять за поетоян- 


ную, а это значить, что 00% заданныя откЕфн будуть отъ одной только перемнной. 
аи д № | 
ау "ду ` 


Точно такъ же, при х постоянномъ, получимъ — 
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аи  @ . 
Производныя .› д; Получатся изъ уравнешй: 


дЕ а са 
т @® -- ди Чи -- у; ®==0, 


2) 
р Мф р 
т ах -—- и, аи -- т- @ —0, 
аи 4 
а производныя ЗЕ изъ уравнеюй: _ 
ак аЕ ‚ Е, _ 


‚ 3) 
42 | @9 41 _ ( 
ати ®=о | 


Понятно, что въ уравневяхъ (9) 4и и 4 обозначаютъ не то же самое, что въ 
уравнен1яхъ (3); въ первыхъ дифференщалы взяты пс х, а во вторыхъ— по у. То, что 
сказано въ 8 48-мъ, здесь не приложимо: дифференщалъь функши не зависитъ отъ 
перем$нной, по которой онъ берется, если функшя зависить отъ одной только пере- 
мЪнной и эта посл$дняя замфнена новою перем$нной, зависящей отъ нея; здЪеь же 
об$ перем$нныя х и у—независимыя и ихъ дифференщалы 4х и 4у находятся въ 
отношении вполнЪ неопредБленномъ. 

и ди 
ах? ау’ 

4 4 : 

ЧА: для этого нужно принять за неизвстныя полные дифференщалы аи и 4. 


$ 65. Можно поступить иначе и вычислить заразъ четыре производныя 


Если въ уравнешяхъ (1) придать одновременно х и у приращеня 4х и 4у, то для 
+ и у получатся приращешя, которыя можно, пренебрегая безконечно-малыми второго 
порядка, принять равными 4и и 4 ($ 54); не измняя при этомъ функшй Гихи 
пренебрегая вездЪ безконечно-малыми второго порядка, напишемъ: 


%: 
ЧЕ Е Е, Е, _ 
де Га Ра т р фи — 0, 


4) 
а а ф. а 
де 2-Е др Ради Ре =0. 


Можно, кромЪ$ того, доказать, что эти уравнетя, принятыя нами за точныя, еъ при- 
ближен!емъ до безконечно-малыхъ второго порядка, суть строю вфрны. Въ самомъ 
Дл, такъ какъ 4и и 4—дифференщалы, то оба они, по опредфленшю, вида Мах-- 
№ у и, слфдовательно, первыя части уравнений (4) суть вида 


Раз -- 44, 


гл Ри 9 будутъ функщями отъ х и у. далфе, такъ какъ 4х и 4у независимы одинъ 
отъ другого, то подобная сумма можетъ быть безконечно-малою порядка выше перваго 
только въ томъ случа, если Р=0, О =0, а въ такомъ случа она строго равна 
НУЛЮ. | м 


7* 


02 


Р&шая уравнетя (4) относительно 4 и 4, мы получимъ для этихъ дифферен- 
щаловъ значен1я вида 
аи = Адх-—- Бау, 
| фо —= А’ах -|- В ау, 
откуда по $ 57-му 
аи ди 4% . 4 г 
СА, В, 50° — В 
ах А, (у › Ш’ ау т“ 
Е 
Выполняя вычиесленя, находимъ: 


до Е 4 Е. до АЕ 4 аЕ 


——— д м ——ы— ———ы=ы — —— —ы— 


4 _ 4х ди аи 4 4% ау аи _ аи ау 





——- ыы — ——— ——ыы> `` ———— — ——ы—ы—ы —— 


4 ач аи а Чи 4% до аи 


8 66. Равнымъ образомъ можно вывести изъ уравневшй (4) ах и 4у въ функшяхъ 
оть м и 4, и если 
4х = А, 4ан-- Б, 4, 
ау = А. аи -- ВБ, 4, 


то 
ах ах у ау 
—— = ыы Е к В 
аи т Б,, аи 4 В. 
Необходимо замЪтить, что здФеь не имфетъ м%Фста, какъ въ 8 33-мъ, равенство: 
1. 
а (=) 
4х 
` (1 | 
Въ самомъ д$лЪ, приращен1я, отношете которыхъ выражается черезъ г, Не одина- 


Чи 
Ци ь а 
ковы съ тбми, которыя входять въ 7.. При вычислеши частной производной т. из- 


ах 
мВняются чи х, а у остается постоянным. Когда же вычисляется дз 10 #2 разематри- 


вается какъ функшя оть и и», и, слдовательно, измфняются 2 и и, а о остаетея 
поетояннымъ; но чтобы у оставалось постояннымъ, необходимо, чтобы у измВнялся,— 
значитъ, разсматриваемыя измфнешя друпя, ч6мъ въ предыдущемъ случа».. 
Это зам чане очень важно и ошибки, въ которыя можно впасть, не обращая 
на него вниман!я, весьма тяжелы. Приведемъ прим%ръ. 
Пусть будуть | 
= и--у, 
у—=н— о 


данныя сеотношен1я между 4, у, и, %; выводимъ: 


д- х—1 
= 2-Я, ЕН 


и а. 
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слфдовательно, | 
ах _. аи __1 
м -9 


ий равенство: 





№1 
Не 


не имбетъ м$ета. ь 
$ 67. Впрочемъ, существуютъ простыя соотношея, въ случа функшй отъ 

. 42 ах ау ау 

двухъ перемфнныхъ, связывающия производныя -;., д, ду, д СЪ обратными имъ 

| и ар Чи 4 


22: 22 в Эти. соотношеня суть слБдующя: 


производными 
__ а ан 4х а 

1 — бир Г а 

_ 49 аи Ве 

— Чу Г 4 ау’ 

__ @х аи ах 4% 
— а ау Ре 42 ау 


{ 
‚| 
__ ау 4и Чу @% | 
= Гав = + 


(1) 


@ ах 


Доказательство ихъ крайне просто; если предположить х и у выраженными въ 
функщяхъ отъ и ит, и затмъ замфнить въ этихъ выражешяхъ # и г ихъ значе- 
шями въ функщяхъ отъ 5 и у, то мы получимъ два тождества, равносильныхъ 5х =х, 
1) = у,. вторыя части которыхъ представятъ сложныя функши, содержацая ии ®, кото- 
рыя, въ свою очередь, содержать х и у. Беря, теперь, производныя отъ этихъ тождествъ 


ах 
сначала по 2, потомъ по у, мы въ первыхъ частяхъ получимъ соотвфтетвенно 7.=1, 


и = 1: ое = — 0, У — 0, вторыя же части дадутъ точно вторыя части формульъ (1). 


_ Че трудно составить подобныя соотношетя для какого-угодно числа функщй, 
зависящихъ отъ такого же числа перем$нныхъ. . 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Не разсматривая агсзшх и агсёал82, какъ обратныя .фупвщи, найти отъ нихъ пропз- 
водныя посредствомъ формулъ: 


агсзт (х -- 1) — агезт д = атезш [(5 ве иг ое —(#- 1)" ], 
атеапс (х + №) — атолле #= агфапс. т Е иже. 


| 2. Доказать, что если Ри © ИЕ дв пфлыя фувкщи отъ х, удовлетворяющая 
уравнен1ю: 
У1—Р:=9У1— ат, 


АР __ ах 


——_ 
ИР: У! = 


то 


тдф п обозначаеть цфлое число. 
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1 
3. Полагая = ‚ находимъ: 


ау ый 


Ит у“ Ут-д* 


4. Полагая =, НАходимъ: 





мот _ 4 
У1-у* Уз И! = 


5. Обозначая черезъ $ функшю оть четырехъ перем$нныхъ х, у, и, ч, однородную и второй 
степени относительно % п 9, полагая 

















аф __ 4 _ 
аи? №-" 


и разематривая ф какъ функщю отъ =, 9, ри 4, находимъ: 


ах _ $ __ ах _ / 5%), 0. ( 4х 

ар— =” 4-  \4/’ Чу =- (%) 

при чемъ (5) и (есть производныя отъ ф по хи по у, когда функшя выражена, въ 5х, у, ино. ° 
6. Обобщеме предыдущей ‘теоремы. Пусть ф обозначаеть функцио отъ 2% перем нныхъ 2, 


7, ..., Жи. 1, №, .-.) И,, ОДНОродную и второй степени относительно я послЪднихъ изъ этихъ 
церем$нпыхъ; если положить 





аФ __ @Ф _ 4Ф __ 
Чи, 2 и, ЭР `` `3 ди, Рь 
и выразить © въ фувкцШ отъ 2, Х., ..., 2, 24, 2, ..., 2,, то при всякомъ цфломъ # 
А 4% _ _[ 4? 4”). 
ар, "> а“ ах, 


1. Если 2 есть функщя отъ 5 и у, опредфляемая двумя уравнен1ями: 


‚М $ (@)]2 
Ф' («) 3 
—9— $ (а) 
а), 
то, какова бы но была фунвщя $(а), 
24 _, 
ах а“ 


8. Если 2 есть функця оть 2 п у, опредфляемая двумя уравнен1ями: 
[2 —9а)р=я (у — 2), 
[2 —4(<)] 4' (а) = ва7, 
то, какова бы ни была функцля (<), 


42, 4 


ар ‘ау "*° 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


Функциональный опредфлитель 


ОПРЕДЪЛЕН1Е ОПРЕДЪЛИТЕЛЕЙ 


$ 68. При р$шени такой системы уравнен!й первой степени, гдЪ число уравне- 
ый равно числу неизв$стныхъ, значеня для этихъ посл$днихъ получатся въ видЪ 
дробей съ общимъ знаменателемъ, который называется опредълителемь системы коэффи- 
центовъ. По этому опред$лен1ю, всяюй разъ какъ система изъ я? количествъ распо- 
ложена группами въ п строкъ, каждая изъ которыхъ содержитъь п изъ этихъ коли- 
чествъ, представляется случай разсматривать опредъиитель системы. Для обозначеня 
опред$лителя поступаютъ обыкновенно такъ: коэффищенты, служапие для его соста- 
влен1я, разм5щаютъ въ видЪ квадрата и съ л$вой стороны посл$дняго ставятъ 
‘букву О; напр., 


р к. у = 





-<\ 


—> аб'с' д. асЪ" -- Ве'а" “_ ас" -- са." в сб'а”. 


9 
аа 
$4 < < 


о 


Теоря опредфлителей входить въ алгебраичесвяй анализъ. Мы напомнимъ только 
основныя теоремы, которыя понадобятся намъ въ этой главф. 

$ 69. Чжюобы опредълитель равиялся нулю, необходимо и достаточно, чтобы суще- 
ствовала одна и та же линейная зависимость между всъми членами вв каждой изь 
отрока или в5 каждом изз столбиовз. 

Такъ, напр., чтобы 


а", р", 6", " 

а" | ь", с" | д" 
0=р а, с, @ |; 

а в с 4 
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необходимо и достаточно, чтобы существовали четыре множителя, А аи, ИЕ 
влетворяющихъ систем: 

а-- Аа -Н а" -Н Ма" = 0, 

КОХ, 6 А," -Н А 6" = 0, 

Мен, НА," ^,6" = 0, 

а-- ^. а - ^. а" Ха" ==0. 


$ 70. Произведеше двухь опредьлителей, составлениыхь изь однозо и пою ее чиела 
буквз, выражается таюже опредълителемю. 
Пусть, напр., даны два опредФлителя: 


1 1 1 1 
Ч, Ч. , Ч...) Ч, 


1 1 11 1 

61, о, Е 

2 2 ‚2 2 2 72 2 

‚ а;, 4%, @3,..., а, 61» 65, 63, -.., 6. 
р 

* 





| 
| 
| 
| 


| 9 7 2 я 22 * 7% п 
бт, Ч, @3 4, - Ч, 61, 0. бз,.-.. ‚6 


ихъ произведене равно опредфлителю 


т ем вы 
Су 62. бб, | 


2 2 (52 .2 
С1у С, Суб, | 


= 615 б5з 3 54% 6, 
въ которомъ каждый изъ элементовъ дается уравнешемъ: 
К —— ИК | Кр2 _! КрЗ _1 | 
=; а, аз 6; --.. —— %5; 


при соотв$тственныхъ значеняхъ ги /, равныхъ послФдовательно 1, 9,..., п. 
ОбБ предылуция теоремы мы считаемъ хорошо изв$стными и не будемъ, по- 
этому, останавливаться на ихъ доказательств®. - 


ОПРЕДЪЛЕН!Е ФУНКЦ!ОНАЛЬНАГО ОПРЕДЪЛИТЕЛЯ 


3 ПП. Даны п» функшй отъ п независимыхъ перемфнныхъ: 
в (на... а), 2, (2, %., Х, о Тв), -› 2. (11, Ту Ту. , у); 
составляя производныя отъ этихъ функшйЙ по каждой изъ перем$нныхъ: 





441 4$, @$: 44. 
д.’ ах.’ ах.’ ^*' аж, ? 
44) а 4% 9% 


и 


ат.’ ах.’ ат. ‘‘‘ ах: 





. . . . . . 3 
44, 4%, @$» 49» 
ах.’ ах.’ ‘а’ ‘ат,’ 








замЪчаемъ, что всфхъ производныхъ будеть #?, 
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Опредьлитиель системы изъ этихъ и? производныхъ названъ Якоби функиональ- 
нымь опредьииителемь, по примЪру нЪзкоТорыхъ математиковъ мы будемъ обозначать 
его посредетвомъ 


0(,. 92 Фз, м В. 79 Фи) р 
О(х:, 22) Ту + а 7») 


Если, напр., ©(х, //) и %(х, у) дв функщи отъ < и у, то по этому обозначеню 


О, $ 64 _ 44% 


—-—- ——— о —ы—ы 


(х, у) Ч ау ау ах ` 


$ 72. Функщональный опредЪлитель играетъ, при одновременномъ изученми н%- 
сколькихъ функщй отъ такого же числа перемБнныхъ, роль подобную той, какую 
играетъ производная при изучеши функши отъ одной только перем$нной. ЦФль этой 
главы указать на эту аналопю, которая ярче раскроется впосл$детви. 

Пронзводиая отъ функщи есть предЪлъ отношен!я безконечно-малаго приращен!я 
этой функши къ соотвЪфтственному приращению перем$нной. 

фуикиональный опредълитель можетъ получить аналогичное опредфлете на, осно- 
вании сл5дующей теоремы: 

Разсматривая в фуикий 9, 9., 9.,..., о, каждая изъ которыжь содержитз п 
перемнныхь %, %., г,..., м, и припивывая каждой перемънной безконечно-малое 
приращене, мы получимь для каждой функши воотвъьтетвенное приращете. Быбирая 
зроизвольно т разлииныхь системь приращенй для перемьнныхь, мы получим т си- 
стемь воотвътетвениыхь приращенй для функций. Функпональный опредълинель ра- 
веиъ отиошешию опредъьлителя системы приращенй функц къ опредълителю соотвтьт- 
отвениой системы приращешй перемтъиныхь. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть 

О о. а 
Ч Ча, рб Ч, 
м: 


Ч. Чо, ее Ч» 


будуть л системъ безконечно-малыхъ приращен!, приписанныхъ послФдовательно # 
перем5ннымъ хх, х., т ., Я, приращете функщи о, (%,, 4....., х„) будетъ 
вида ($ 56): | | 


в 


А 4; . _ 4$; 
ЧФ; == т, 4х, — 4х, Что —- Бе, —- фт. ПХ, 





что дастъ всБ разсматриваемыя приращевя, стоитъ только въ этомъ посл$днемъ ра- 
венств$ придать указателямъ Хи 1 всБ цфлыя значетя отъ 1 до в въ послЪдова- 
тельномъ порядк$; но по этому выраженио’ для 4; видно (8 70), что опредфлитель 
системы: 

4$. , 43, ...) 4, | 
4. $.› 4.) ...) ЧФ» 
Ра" № (4) 
о» фу. .› Фи | 


ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕВЕ 8 
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есть произведен1е двухъ другихъ опредлителей слБдующихъ системъ: 
& 














В Я: 
ах’ а’ ‘° < аа: 
4% а _ $3 
4х1 ? нА 2 р у 2’ ат,’ , ( Б) 
. ® . ® ® - . ® > 39 
@» ( @ фи 
ат’ ах’ ° та 
И 
4.2. 42. а Ч, | 
аж. ах ь Хх. 
Иду > — | 
И АНА (С) 
а бе «без | 


Отсюда заключаемъ, что опредфлитель системы (В), т.-е. функщональный опредЪли- 
тель данной системы функшй, есть отношен1е опредфлителя системы (.4) къ опред%- 
лителю системы (С), иначе говоря, отношене опредлителя системы безконечно-ма- 


лыхъ приращешй функшй къ опред$лителю соотвфтственной системы приращен!й 
перем$нныхъ. Итакъ, теорема доказана. 


СЛУЧАЙ, КОГДА ОПРЕДЪЛИТЕЛЬ РАВЕНЪ НУЛЮ 


$ 73. Когда функшя отъ перем$нной является постоянного величиной, ея про- 

изводная равна нулю. Для системы функшй существуетъ аналогичная теорема: 
^ Кода нъеколько функций ие вполиь независимы одиа оть друюй, т.-е. кода суще- 

ствуетз между ними постоянное соотношете, ить опредълитель равенъ нулю. 

Покажемъ сначала, въ чемъ заключается аналойя этихъ двухъ столь различно 
выраженныхъ теоремъ.: 

Когда функшя Ф(5) отъ одной только перем$нной не есть постоянная, то каж- 
дому значеню функщи соотв$фтетвуетъ опред$ленное значене перемЁнной, и уравнене 


2 (2) =у (1) 


можеть быть рЪшено относительно х. Наоборотъ, если функшя $ есть величина по- 
стоянная, то, задавая ея значене, мы не опред$ляемъ х, отъ котораго это значете 
не зависить, и уравнене (1) не можеть быть р$шено относительно г. 

Разсмотримъ теперь дв$ функщи 5, (л,, 1.), $®.(5., 4.), при чемъ положимъ 


$, (%,, т.) —4., | 


(2 
фз (2, 2.) =,; } 


оба, эти уравнетя могутъ быть р5шены относительно х, и х., лишь бы только функ- 
щи 9, и ®, были различны и независимы; но если между ними существуетъ по- 
стоянное соотношене, то одно изъ уравненмй явится слфдетыемъ другого, или же 
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они будутъ несовмфстны: и въ томъ, и въ другомъ случаЪ ихъ нельзя ршить отно- 
сительно #, И #.. 

Проведенная нами аналомя заключается въ томъ, что въ обоихъ случаяхъ зна- 
ченя функщй, предположенныя извфстными, не опредфляютъ соотвётственныхъ зна- 
ченй перем$нныхъ; очевидно, что то же относится къ я функщямъ, когда между 
этими функщями существуетъ соотношене, независящее отъ значен!й, придаваемыхъ 
з перем5ннымъ, отъ которыхъ эти функши зависятъ. 

Докажемъ теперь нашу теорему: когда нЪеколько функшйЙ не вполнЪ независимы 
одна отъ другой, ихъ функшональный опред$литель равенъ нулю. 


Пусть ©, 5. 2. ..., Ф» будуть разсматриваемыя функщи и пусть 
Е (5, 9. ..., Ф„) = 0 (3) 
будеть то соотношете, которому онф удовлетворяютъ тождественно, т.-е. при вся- 
кихь значетяхъ, приписываемыхь перем$ннымъ х,, х.,..., 4, отъ которыхъ онЪ 
зависятъ. 


Изъ уравненя (3) выводимъ для системы какихъ-угодно безконечно-малыхъ 
приращеюй функшй $1, ©., ..., Фи: 


ры а 


т. 4, + р 





; Ра 


отсюда, разсматривая л системъ приращевнй, приписываемыхъ функц1ямъ ©,, $.,..., ®», 
и располагая ихъ въ п строкъ для составлен1я числителя дроби, представляющей ($ 71) 
функщюональный опредфлитель, заключаемъ, что будетъ существовать одна и та же 
линейная зависимость между п членами каждой строки. Какъ известно, такой опре- 
ДБлитель равенъ нулю, а такъ какъ онъ служитъ числителемъ функщональнаго, то 
И этотъ посл5деЙ равенъ также нулю. Теорема, такимъ образомъ, доказана. 

$ 74. Обратно, если функцюнальный опред$литель системы яз функщЙ $, 9.,...,? 
равенъ нулю, то между этими п функщями существуеть соотношеше, независящее 
отъ значешй, приписываемыхъ перем$ннымъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, предположимъ, что такого соотношетя нЪтъ; тогда можно при- 


писать ©, ©.,..., ® произвольныя и независяция другь оть друга значен!я: для 
х, ,,...,л, получатся соотвфтетвенныя опредфленныя значеня. Итакъ, полагаемъ 
и. Чо као Фа 


Если мы придадимъ этимъ функщямъ безконечно-малыя приращен1я 42,, @2.,..., @Ф», 


то т, <. ..., Хх, примуть новыя значеня и получать опред$ленныя приращеня 
4х, Чх.,..., @х,, которыя удовлетворять ($ 56) равенствамъ: 
| че че. 4: 
ал, -- ее ат, ... + =. ах, = 4, 


еь г 42, Ро: а, х, 7. — . ай т, Ч» = — 4?., 


$ ® ® > ) 


а › я д п 
и" @ 7 +45 т _ @т 7. а ‚а т д а»; 
8* 


60 


слфдовательно, эти равенства совмфетны при всякихъ 42, 49....., 42». Но этого 
не можетъ быть, потому что, по предположению, опредЪлитель системы коэффищен- 
товъ равенъ нулю; получается противор$ ще сдЪланному допущенио, что ©, %5.,..., 2, 
могутъ получать произвольныя приращен1я, — значитъ, нельзя считать эти функщи 
независимыми. 


ОПРЕДВЛИТЕЛЬ СИСТЕМЫ ФУНКЦ!Й ОТЪ ФУНКЦЙ 


$ 75. Производная функщи отъ функши Е (+) по перемБнной х, отъ которой и 


зависитъ, есть произведете производной =. взятой по и, на производную т ОТЪ и, 
взятую по 2. 

Эта теорема обобщается слфдующимъ образомъ: 

Если п функций ©, 2. ..., ® зависеять непосредетвеино оть 3% перемоиныхть 
> И...) И И @бЛи и, И... , И, сами предетавляють функции 075 т, п. ... 7, 
то функциональный опредьлитель системы $ .› ©, составленный по перемъи- 


9 


17 122 
ным5 Т, Х,..., Я, есть произведете опредъллипеля этой же системы функции со- 
ставленцый по и; и...) и, на опредълипель функций и, н.,..., И», воставлен- 


ный 710 Т, т. ...,) ЧТ. Таким образом, 


(о. $, р Фи) — О(«;, $, Е Фи) О(и:, и. ул \„) . 
О(х.. о. о С) О(и:, 42, а и„) О(т;, 5. т. 9 хи, ) 


Въ самомъ дфлЪ, перемфннымъ т, т,..., м, придадимъ п системъ безко- 
нечно-малыхъ приращенйй: 
ах, 45, ..., ть, | 
7, Чл, . | 


АЕ (4) 


„т, @х., »›» о ‹Э ии: 
тогда для и, и,..., и» получатся опредфленныя приращетя: 


Чи, Чи, ое Ч, 
аи, аи, -..) ЧМ, 

(В) 
® % ® ® . ® > ® ) | 
ар, $ Чи, в о « 4 Чи 


и для ©, ©®.,..., ©, соотвётетвенныя приращения: 


491 42, в" 9 4 Фи, | № 
4.2. 4.0 (1. "о 
2117 2:22 ® в *® 277) 
| (С) 


> Ф ® хФ ® ® . ® ) 


Чит Чо, бе: 2. 





Опред$литель системы 9,, 9;,..., $», составленный по д, 2.,..., 2», равенъ 
отношению опредфлителя системы (С) къ опред$лителю системы (.). 
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Опредзлитель системы ©, 2., ..., Ф„, составленный по и, и,,..., и», равенъ 
отношенио опредфлителя системы. (С) къ опред$лителю системы (В). 

Наконецъ, опредлитель системы и, и.,..., ин, составленный по а 
эавенъ отношению опредфлителя системы (В) къ опредБлителю системы (4). Отсюда 
очевидно, что первый изъ этихъ трехъ опред$лителей равенъ произведению двухъ 
другихъ. Такимъ образомъ теорема доказана. 


ОПРЕДЬЛИТЕЛЬ СИСТЕМЫ ОБРАТНЫХЪ ФУНКЦ1Й 


$ 76. Производная оть функши (=), взятая по х, есть обратная (8 33) производной 
отъ 2, взятой по ©. | 

Эта теорема обобщается сл5дующимъ образомъ. 

Если 9; 2,..., 9, суть фупии оть х, 1,..., 9, ТО Ш, 3... 3, 
обратио, моцуть бъйить разсматриваемы какз фунюши оть 92, 9, ..., 2. Опредъьли- 
тель функий 9, 5,..., 9, составленный по 2, %,..., 2, равень единиц, 
раздълениой на опредумипель функций т, 1... т», составленный по перемюинымь 
712 2 ол Фи. 


Пусть, въ самомъ дЪлф, 


2.25 В -.., 


4%, Ч%., оу Ч Ти, 


(4) 


Ч, Чт. го. Чи 


а 


1Фь 4,9., т 4, ©»; 
(ЧФ, 4. 


| 
[ 
® э Ф ® э э ® % | 
‚г 
` 
| 


Ф 4, Ф», 


“ 
5 


м 


(В) 


Вы г. ва 
ЧыФ,, ФФ, о) Фин | 
будуть ® системъ приращевй перем$нныхъ 1, х.,...,#,„ и п системъ соотвЪт- 
ственныхъ приращевнй ©,, ©,..., 0». Опред$литель системы ©, 9.,...,®,, 6©0- 
ставленный по перем$ннымъ 2, х,,..., х», равенъ ($ 71) отношеню опредФлителя 
системы (В) къ опредБлителю системы (4); опредБлитель же системы х,, 1.) ...,Х,, 
составленный по $, 0.,..., ®» какъ перемннымъ, равенъ отношен!ю опред$лителя 
системы (4) къ опредфлителю системы (В), что и доказываетъ нашу теорему. 
Примфръ. — Если изъ двухъ заданныхъ уравнен!й: 


Ф: (2, у) =, 
©; (2, у) =® 

выводятся два слБдующихъ: 

| 2—4, (и, %), | 

: у = 4» (и, 5), ) | : 
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то существуеть соотношение: 


а: а аФ а _ (1 
ах ау ау ах ах ау _ 4 4 (3) 


Чи 45 Чо ац 





Эту формулу можно повфрить непосредственно при помощи правилъ, данныхъ ($ 64) 
для дифференцирован1я неявныхъ функций. 

42 ду 4 в 
Чу’ аи’? а’ 4?’ 
беремъ производныя отъ этихъ уравнен!1й сначала по и, принимая г за постоянную, 
а зат$мъ по 9, принимая и за постоянную. Находимъ: 


Въ самомъ дЪлЪ, чтобы вычислить исходя изъ уравневй (1), 


бр бе И 
дх аи | ау 4 * 


4х Чи Г ау и 0 
4$: 4% | @: Ч | 
ах 4 Г ау @ 
де, 2 | ао и | 
ар 4 Г ау ФФ 
откуда 
о. __ 4%: 
ах __ ау 4х __ ау 
аи аз: 4®. 4ъ, 45.’ Ф 4$ 45. Чу: 49’ 
4х 9 ау 4х ау ау @& 
„г Ч 
ау __ 4х ау __ ах | 
аи а, д, _ 43: 4’ 0 94: 44, а @%’ 
ах ау ду ах ах ау Чу ах 


подставляя, наконецъ, эти значеня въ формулу (3), получаемъ тождество. 


ПрРивЕДЕН!Е ОПРЕДЪЛИТЕЛЯ КЪ ОДНОЧЛЕНУ 


$ 77. Теорема, посредетвомъ которой было преобразовано (8 71) опредлене 
опред$лителя, оставляеть произвольными п системъ безконечно-малыхъ приращевйй, 
приписываемыхъ перем$ннымЪ 1,, т,, ..., х,; отсюда слфдуетъ, что опредфлителю 
можно придать нЪеколько различныхь видовъ: мы ограничимся наиболфе зам чалтель- 
нымъ случаемъ, когда опредфлитель приводится къ одночлену. 

Изъ 2п количествъ, 2, х., ... 2, К, р, ...) №» ПО своему произволу можно 
выбрать п, остальныя опредфляются. Если, поэтому, предположить, что п—1 изъ 
нихъ остаются постоянными, то вс остальныя должны будуть измЪняться одно- 
временно и отношеня ихъ безконечно-малыхъ приращенй будутъ опредбленными. 
Пользуясь этимъ замфчашемъ, предположимъ, что п системъ одновременныхъ при- 
ралщенй, приписываемыхъ перемфннымъ, будутъ взяты въ слфдующей таблиц: 
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о ь ео @ а, #15. 0, В с 0 

ОИ овен. Мн» ао Ока 0, 
0% 70; @л ес. ба Чех Че с, 0, (4) 

ооо 8 ве оо оба 

0, 0 0,..., Он, р Ч, Ч Ч 

Первая строка этой таблицы показываетъ, что первыя безконечно-малыя при- 
ращеня. приписываемыя 2, х,,..., хх», таковы, что р, ,..., |» не измёняются, 
а это, какъ обыкновенно говорятъ, опред$ляетъ вполнф ихъ отношевя. Вторая строка 
показываетъ, что вторыя выбранныя приращегпя, т.-е. 4,5,, 4.х.,..., @.х„, таковы, 
Что [;, 2...) [и Не измфняются; при этомъ, сверхъ того, оао что 4.5, =0. 


Это также опредфляеть отношеня всфхъ приращенй, потому что, какъ и ВЪ 
“предыдущемъ случа, нп — 1 разсматриваемыхъ количествъ предполагаются постоян- 
ными. Наконецъ, послфдняя строка показываетъ, что въ 2-ой систем приращенй 
7, т,..., б„— остаютея постоянными. 

Воспользовавшись свободою выбора одновременныхъ приращей именно такъ, 
какъ сейчасъ показано, мы получимъ (8 71) выражевне для опред$лителя системы, 
дфля опред$литель количествъ, содержащихся въ квадрат$ справа, на опредлитель 
количествъ, содержащихся въ квадратЪ селфва; вел5детве же нулевыхъ членовъ каждый 
изъ этихъ опред$лителей приводится, очевидно, къ произведению членовъ, -расположен- 
ныхъ По дагонали; отсюда, ихъ отношетше равно 


р о Ч + Чьи = (22) (42) м (=). (1) 
а.%. | 


а Фа Ч... „ам, 4121 д ео 








Итакъ, опред$литель приводится къ одночлену, что и требовалось показать. 


а | 1 з СПА (#2) (а Р.А 
Чтобы понять значете отношешй (2 а Аи ЗА )› нужно вернуться 


а 


къ таблиц (4). Изь этой таблицы видно, что Фа есть отношен!е приращетя }, къ 
121 





приращеню х., когда /[., [,..., № предполагаются постоянными, — поэтому необхо- 


димо, для вычислевя, выразить /, въ функщи перем$нныхъ <, {., |.) .-.., [И ОТ 


а : 
полученнаго результата взять производную по х,; точно такъ же, а * есть отношеше 


приращев!я /, къ приращен!ю х., когда х., [., [›...,)/»ь остаются постоянными, — 
поэтому необходимо, для вычисленя, выразить |, въ функщи отъ перемфнныхъ 
2, 7. в, .-.,› [а И отТЬ полученнаго результата взятъ производную по х.. Продолжая 
такимъ образомъ, увидимъ, что для вычислен!я множителей произведеня (1) нужно 
представить уравнения, связывающ]я 2" перемВнныхъ х,%х., .--, Жи [1 [р 
въ слфдующемъ вид: 

1 =#, (х., Ра [3 а [»), 

Г. = К. (2, 1, ВА гв. 5 [), 

[5 =, (21, ., %., ре ЛЬ 


ь а ® @ © з . ® 3 .® ® -® э 


=, (%,, а 3 оф Я, ), 


Ч. АР 


ат, Чл.’ “! “ будетъ тогда искомый опред$титель. 


И произведене производных 
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Вакъ приложен!е, разыщемъ опредфлитель слфдующей системы: 


Х = 0р60$0, 
у — оз 6 $11 $, 
‚ == рт 6 с08 %, 


ГД о, Фи о — независимыя перемЪнныя. 
Изъ этихъ уравненй выводимъ: 


2=Ур—а— у, 
и’ — р С0$ 0, 
/—= 011 0 З1п %; 


Въ этомъ видф онн даютъ выражете для =: только съ одною изъ перем$нныхъ р, 0, %. 
для х—съ двумя и, наконецъ, для у со всфми тремя. СлЪдовательно, опредФли- 
тель, въ силу предыдущей теоремы, будетъ 


т | ы, ие. ( — оз1т 9) рэ 9 с0$ © — — р* $11 0. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Чтобы дв$ функ отъ какого-угодно числа перем$нвыхъ зависли одна отъ другой, не- 
обхолпуо п достаточно, чтобы пхъ частныя производчыя, взятыя по тЪ\ь же перем$внымъ, были 
иропорщюональны. 

2. Чтобы ®. функц! отъ я-- р переяфнныхъ нмфли между собою соотношеше, пе зависящее 
огъ этихъ перемБвиыхъ, необходимо и достаточно, чтобы опред$лители яж функшй, составленные 
по 7 какимъ-угодно изъ этихъ перем$ннихъ, были равны нулю. 

3. Вели два угла и п 9 связаны съ двумл другпии углами 9 ифи съ тремя постоянными 
т, п, р уравневтями: | , 

сои __ 3046059 _ Зтизшо 
77 с058 73109 605Ф  рзш 99 


то опредфлитель функшй и н 9, составленный по 9 и %, равентъ 


770 тп 9 


— —_  —_——-- 


пи (217 ©0329 2? $102 0 6052 %-- р? $112 9 2 Ф)3]2 ° 
4. Пусть и, и, .... и, будуть п различныхь функшй отъь я перемфнныхъ 2, %, ..., 2, 
Если уставовить между этими фунешями соотношеше 


Е, (41) И... и») —= 0, 


то можно будетъ, въ силу этого соотношев1я, выразить одну изъ неремЪнныхьъ, напр. х„, въ функции 


отъ #— 1 остальныхь и разсиотрЪть 4, и, ..., И, 1, КакБ фувкти отъ 25, 9, ... ^„._1, ТОГДа, 
получамъ: 


а, 

(и №, ...› ня) бы Оби, мы... №), 

0(%., х» ..., Хи—1) ЧЕ, О(ть, д ..., а) 
Чу» 


при чемъ производную 1 нужно браль, имфя въ виду, что %;, и», ..., И, суть функщи отъ #2. 
п 
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5. Если при т$хъ же данныхъ, что и въ предыдущей задач, дается второе соотношене 


Е. (и, Ч +.) и») = 0 
и, слБдовательно, разсматриваются %:, М. ..., ии-2, Какъ фунющи отЪ 2,. 2, ...,Хи—2, то будетъ: 


(Е, Е.)_ у р (и, М, ...; ит—2) м р (Е, Е.) у р (44, 4...) ил) . 
О (2я, Тя—1) О (2 Ма вые; Я О (%ъ, И"—1) ПО (2 Фа Хи) 
6. Еели положить 


х д би—1 
— — — у 14791—1 — —_—— 


и. == {о — 
1 7 2 7, би ) 


ГБ х„ есть функця отъ х., х., .... Я»—1 опред$ляемая уравненемъ: 


ег + 252 ... + хи? =1, 





то 
Т (441, №, -., №1) _ 1 
г о же 
7. Если положить 

%: — 60$ Ф,, 

х. = 1 $, ©0$ ©., 

д. = 1 $, $Ш Фо. ©0$ 93, 

аз енен о, 

Т,—1— ЯП $. Ш Фо... М Фя—2 60$ Фи, 

Ха = Ш Ф: т 9... $1 Фл—1 С0$ Фи, 
то 


(3 Мы-ь. Ж) 1 ‚я : 
Пт, 2... Ян) $. Ш Ф3...50? Фя—1 81 фл. 


2 29% г 08 
-—— — $И $, Ш 
0($:, Фа, ...,Фя) : 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИОЧИСЛЕШЕ . 9 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


Аналитическая теоря касательныхъ линй и касательныхъ плоскостей 


УрРАВНЕНТЯ КАСАТЕЛЬНОЙ И НОРМАЛИ КЪ ПЛОСКОЙ КРИВОЙ 


$ 78. Когда плоская кривая опред$ляется заданнымъ уравнешемъ въ прамоли- 
нейныхъ координатахъ хи у ея точекъ, то можно найти ($ 24) уравнеме касатель- 
ной къ этой кривой. Въ самомъ дёлЪ, мы видфли, что угловой коэффишенть этой 


| Ч 
касательной въ точкЪ, координаты которой суть х и у, есть производная -. ОТЪ 1, 


взятая по х, и въ предыдущихъ главахъь данъ способъ для ея вычисленя. 
Называя черезъ Е и и координаты какой-угодно точки касательной, точка ка- 
саня которой иметь координаты хи у, составимъ для этой касательной уравнен1я: 


] 
и—у=я(—2). (1) 


Для нормали, которая перпендикулярна къ касательной и также проходить черезъ 
точку, координаты которой суть х и у, уравнеше будетъ: 


и (2) (2) 

или, что одно и то же, 
(и — у) ау-- 1—1) 4х =0. (3) 
$ 79. Уравненте нормали можно получить болфе непосредственно. Въ самомъ 
дл, пусть фи н будутъ координаты точки на нормали; принимая эту точку за 
пентръ круга, проходящато черезъ основае х, у нормали, получимъ для него урав- 

неше вида: 

(у— и)? + (#— 0 = 19, (1) 


ГД 2 и у обозначаютъ координаты какой-угодно изъ его точекъ, Дифференцируя. это 
уравнен!е, находимъ: 
(у— м) Чу (1—1 45=0, (2) 
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и такъ какъ этотъ кругь, очевидно, касается данной кривой въ точкЪ, координаты 


в: а 2 
которой суть х и у, то отношене т въ этой точкЪ будетъ одинаково какъ для круга, 


такъ и для кривой; поэтому, 4у и 4х въ уравнени (2) можно относить къ кривой, а 
Въ Такомъ случа оно нич5мъ не отличается отъ найденнаго выше (8 78) уравнетя 
между (ии. т 

5 80. Опуская, при прямоугольныхъ осяхъ, изъ точки касамя М ординату МР, 
получаемъ линю РТ (черт. 16), заключенную между точкою Р и точкою пересЪчен!я 
касательной съ осью А-овьъ; эта литя называетея подкасательною. Ее сокращенно обо- 





Черт. 16. 


значаютъь черезъ 5, Также, если Д1А— нормаль, то РА—яодиормаль;, мы будемъ ее 
обозначать черезъ ©,. Наконецъ, 1/Т и УМ называются соотвЪфтственно касательною 
И нормалью. Выраженая для этихъ четырехъ ливй получаются непосредственно по 
уравнен1ямъ касательной и нормали и будутъ: 


рано, ничуть 


ЧЕТ 





Подкасательная и поднормаль имфютъ точно тотъ знакъ, который даютъ пре- 
дыдупия формулы, если согласиться считать подкасательную за положительную, когда 
лин1я ГГ направлена въ сторону положительныхъ Х-овъ, и поднормаль за положи- 
тельную, когда РА направлена въ ту же сторону. Мы не будемъ останавливаться на 
этомъ изел$довани, не представляющемъ ни затрудневй, ни интереса. 

° 8 81. Часто бываеть нужно вводить въ вычислешя углы, составленные каса- 
тельною или нормалью къ кривой съ осями коордпнатъ, при чемъ необходимо избЪ- 
гать всякой двусмысленности въ выбор$ направления. въ которомъ отсчитываются эти 
УГЛЫ. | 

ау 


Угловой коэффищентъ уравнев1я касательной есть -^; поэтому, если «х обозна- 
ат : 


‘чаеть уголъ, составленный положительнымъ направленемъ оси Х-овъ ©ъ направле- 
н1емь касательной выше этой оси, то 
— —. 1 
15а — а. а — (1) 
0* 
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Направлен1е нормали опредфлится углами Х и в, которые составляетъ съ осями пгр- 
пендикуляръ, опущенный изъ начала координатъ на касательную. Такъ какь пер- 
пендикуляръ можетъ быть взять въ томъ или другомъ направлени, то углы Л и +. 
будутъ н$фсколько неопредЗленны, и ихъ можно будетъ замфнить, оба одновременю, их 


. .  ©0$^ — 
пополнешями '). Отнсшене \ т5мъ не менфе, вполнф опред$ленно, и будетъ 


равно, какое бы мы ни выбрали изъ двухъ противоположныхъ направлен!й, 











03 _ ая | (2) 
©0$^ 43 
что приводится къ равенству: 
. с08 Х 4% 08 в ду = 0. (3) 
По уравнен!тю кривой 
Е(х, у) =0 
составляемъ для опредБлевшя отношетя ый уравнен!е: 
Е а 
отсюда также заключаемъ, что уравнеше (2) равносильно 
АЕ ДЕ 
ах _ @ 
0$) — созь. (5) 


т.-е. что косинусы угловъ, образуемыхъ нормалью къ плоской кривой съ осями 
координатъ, пропоршональны частнымъ производнымъ оть первой части уравнен!я 
кривой. | | 
Такъ какъ сумма квадратовъ этихъ косинусовт, для какой-угодно прямой, равна 
единицЪ, то | 


ЧЕ 
а Е ЕЕ 
у а" аЕ \? 
о И 
Сор 


аЕ\?, (аЁ\?’ 
У (=) + 
при чемъ знаки въ силу уравнения (5) должны быть взяты или заразъ верхне, или 


заразъ нижн!е. | 


1) До 180’, Прим, перев. 
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5 82. Иногда на нормали къ кривой различаютъ направлеюмя внЪфшнее и вну- 
треннее по отношению къ этой кривой. Чтобы опредФлить эти два ран нужно 
представить себЪ, что кривая, уравнете которой есть 


К (х, 9) =0, 


дЪлитъ плоскость на двЪ части: внфшнюю по отношению къ кривой, опредЗляемую 
условемъ Е(х, у) > 0, и внутреннюю по отношен1ю къ кривой, опредфляемую усло- 
вемъ Е (5, у) <0. Называя теперь витыииею ту нормаль, которая направлена къ части 
плоскости, внЪшней относительно кривой, для угловъ ^ И в, составляемыхъ этою 


нормалью съ положительными направленями осей, всегда будемъ имЪть: 


аЕ 
ах 


У (=) (=) 
0$ и — ити 
ах ау 
Въ самомъ ДЪлЪ, если мы отложимъ на внзшней нормали безконечно-малую длину ег, 
то координаты ея конца будутъ: 
х-— 60$), у--ес05н. 


А такъ какъ по 8 53-му, пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, мы можемтъ 
написать: | 


Е(х-- =с08^, у 2605) = Е(х, а т ес0зл. 9 ес 05, 


и такъ какъ Е (5, У) =0, то вторая часть приведется къ 


: (55 ов” 60$ в), 


а это, посл замны с08Х и 03 ихъ значенмями (8 81), дастъ: 


(=) + (м) 
Е(х-ес0$Х, у-ес05и) = Ее а | = 
У (=) + (в 
== (&)+(%). 


По предположению конецъ длины е занимаетъ внфшнее положеше относительно кривой 
и, слфдовательно, соотвЪтственное значеше Е положительно. Отсюда заключаемъ, что 
во второй части нужно выбрать верхыйй знакъ, а это, въ свою очередь, требуетъ, 
чтобы были выбраны верхн!е знаки и въ значеняхъ с05А и собр: 
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ОПРЕДЪЛЕН1Е НЪКОТОРЫХЪ КАСАТЕЛЬНЫХЪ 


$ 83. Приведемъ нЪсколько примфровъ опред$левая касательныхъ, выбирая, по 
преимуществу, задачи уже разесмотр$нныя съ геометрической точки зря. 

Задача |. — Ласательная кз циклоидъ. 

Пусть будутъ: АЛ (черт. 17) прямая, по которой катится производяций кругъ, 
А— точка касав1я этого круга въ его первоначальномъ положени, А’— точка касамя 


У 





Черт. 17. 


круга въ сл5дующемъ его положенш, 44 — соотв тственное положен!е производящей 
точки. По самому опред$лен1ю движен1я 


АМ — А'А. 


Если взять за ось Х-овъ лийю АХ, а за ось У-овъ перпендикуляръ, возставленный 
ВЪ точкВ 4, то координаты точки М будуть: 


МР=у ГА=т: 
далЪе, обозначая черезъ а радусъ круга и черезъь и уголь МОЛ’, находимъь: 


у= ОР-- Мо =а— асозы, 
х —= АА' — 00 = ам — азты. 
Два уравнеейя: 
у=а(1 — е0$%), (1) 
х—=а(и— пи) (2) 


дадутъ, по исключени и, уравнене циклоиды. Это исключене затрудневй не прел- 
ставить; дЪйствительно, изъ перваго уравнен!я находимъ значен1е для 4: 


1 — агесо$ (1—1) ь 


и вносимъ его во второе уравнене, замфчая при этомъ, что 
р 39 у 

ши=у = — =. 
Ши жа 
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Но гораздо проще непосредственно дифференцировать уравневя (1) и (2). Выводимъ: 


Чу == а ти аи, 
ах —= а(1 — с03 и) ди, 
откуда, 


] 
Касательная, имфющая угловой коэффишентъь со 5 м, образуеть съ осью Х-овъ 


п 1 ы 1 
уголъ. равный = — 5 и, а нормаль съ тою же осью образуеть уголь >. и. Отсюда 


заключаемъ, соглаено сказанному въ 8 14-омъ, что нормаль есть МА’, а касательная МК. 
Изъ уравнерйя: 
Чу 1 
—. мы. к ®— 


(1 
можно вывести выражете т въ функщи отъ у, что намъ понадобится дальше. Въ 


самомъ дЪлЪ, 








60$ # = ——) 
ЯП и = Ули! 
1 — 608% — й 
слЪдовательно, 
че ее з т они = и— = 


Это уравнен1е приметъ другой видъ, если, проведя новыя оси, параллельныя 
старымъ, и измфнивъ направлене оси У-овъ на обратное, мы перенесемъ начало 
координатъ въ вершину кривой, ордината которой есть За. Формулы перехода будуть 


у=2ар— у, и=, па, 


и мы можемъ написать, опуская указатель при у. 


9—9 
ах 2а — у 


Задача |. — Касательная кз эпициклоидъь. | 

Эпициклоида есть кривая, описываемая точкою окружности подвижного круга, 
катящагося по неёподвижному такимъ образомъ, что дуги двухъ окружностей, точки 
которыхъ послФдовательно соприкасаются, постоянно равны по длинЪ. 

Разсмотримъ кругъ ращуса х, катяпийся по неподвижной окружности ражуса А. 
Пусть А (черт. 18) есть начальное положете одной изъ точекъ катящейся окружности; 
когда эта окружность при своемъ движени коснется неподвижной окружности въ 
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точкЪ 4, точка 41 совпадеть съ точкою 4/ въ концЪ дуги А’Л[, равной по длин% /1'А. 
Если за оси координатъ принять два прямоугольныхъь даметра СХ и СУ неподвижной 


У 





Черт. 18. 


окружности, первый изъ которыхъ СХ проходитъ черезъ точку А, и положить А'СА =, 


В | 
а, значить, 4'С’1[—=о©-, то для координать х, у точки 1/ получимъ` выражен!я: 
7 
[В 
х = (АВ -- 7) с03Ф — 160$ ($ 7 


у = (В -- г) шо — тт ($ -- 
откуда 


4у=(В-- | оз о — 60$ (Ф-- и] 4о, 


4х —=(В--х) |— 3ШФ -—- Ш ( ее | (2 
и, слфдовательно, 


В 
| 0$ $ — с0$ +) 


Ут (‹ +72) — 519 


Соединивъ теперь точки А и М, замБчаемъ, что прямая КМ составляетъ съ осью 


Х-овъ точно уголь © ыы иначе говоря, она есть касательная въ точкЪ М, нор- 
маль же будеть направлена въ точку Д’. | 

Задача 11. — Изз нъкоторой точки О опущены пертендикуляры иа касвательныя 
кз плоской кривой; опредълить касательную къ кривой, служащей чеометрическимь мт- 
спомз основан этихъ перпендикуляровз. 

Чтобы рфшить эту задачу, геометрическое уБшене которой уже дано въ 8 14-омъ, 
возьмемъ за начало координатъ точку 0; пусть х и у будуть координаты точки М 
плоской кривой. Пишемъ уравнен!е касательной МР: 


о 
= (4) ; 7% 
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и уравнене периендикуляра ОР: 


ах 
1 — — К, 
ау (2) 

Если изъ этихъ двухь уравненй и уравнен1я данной кривой исключить у и т, 

то получится уравнене кривой, служащей геометрическимъ мфстомъ точекъ Р, но для 
опредБленя касательной это исключене не необходимо. Въ самомъ дфлЪ, исключаемъ 


ой 
изъ уравнешй (1) и (3) отношене с и находимъ между координатами и и { точки Р 
сл5дующее соотношение: 
у — (1—2) 
| | и ? 
или, что одно и то’ же, 
ЕР —=ш-Ы; _ (3) 
дифференцируемъ это уравнене: 
иди -- 214 —= иду Зах -Р уди -- х. (4) 


А такъ какъ по уравненю (2) 
иду —— ах = 0, 


` 


то уравнене (4) приметъ видъ: 


2и4и -|- 2% = уаи -|- хаь 





откуда 
ый 

49° 

Ч — у 

и 


са Чи 
Итакъ, искомая касательная, угловой коэффищентъь которой выраженъ черезъ 1; , есть 


перпендикуляръ къ лийи, соединяющей точку Р съ серединою ОМ, координаты ко- 


ъ1 х У 5 
торой суть и. Это равносильно найденному результату ($ 14). 

Задача №. — Из5 нькоторой точки О опущены перпеидикуляры на касательныя 
к5 ПЛОСКОЙ кривой, и каждый изв нихь ОР продолжена д0 такой точки ©, что 


ОР. 09 = а?, 


адь а есть данная длина. Найти кавательную кз кривой, служа щей зеометрическимь 
эъстольь точек (. | 

Геометрическое рёшевше этой задачи дано въ $8 14-мъ. Анализъ безъ труда при- 
водитъ къ тому же результату. Называя черезъ х и у координаты точки касавя №, 
составляемъ уравнене касательной ЛЁГ: 


` 


иу= а) (1) 


ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕШЕ | 10 
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и уравнене перпендикуляра ОР: 


ах о 
"1 ны) 
Им АЩЬ (2) 


Кром того, называя черезъ х,, у, координаты точки @, пишемъ: 


пы 
ба 
Ну = 





М 
(у а 
и, зам няя ел на — е въ силу уравнегия (2), которому удовлетворяютъ и == у) =, 
1 у 
получаемъ: 
а" (1 +55) 
2 Пт и 
2. и, —( т в) 
УГУ 9), 
или, посл упрощерйй, 
уу, -- хх, = а*. (3) 


Дифференцируемъ это уравнене: 
уау, —- уу -- хах, —- х,4х = 0; (4) 


но такъ какъ точка @ лежитъ на прямой, выражаемой уравнешемъ (2), то 


у. ау-- х. ах — 0, 


и уравнете (4) приметъ видъ: 


у4у, —- хх, = 0, 
откуда 
ау: _ _& 


ат: у ? 


т.-е. что искомая касательная перпендикулярна къ прямой 0/11; точно такой же резуль- 
татъ быль: найденъ въ $8 14-мъ. | 

. 8 84. При рёшеюи двухъ предыдущихъ задачъ нфкоторые члены исчезли сами 
изъ Полученнаго уравнен1я черезъь дифференцироване, что значительно упростило 
вычислен1я. Такое упрощене тЪено связано съ однимъ геометрическимъ обстоятель- 
ствомъ, общимъ обфимъ задачамъ; равнымъ образомъ, оно можетъ представиться во 
множеств аналогичныхъ случаевъ. Вотъ общая задача, для которой оно имфетъ м%сто 
и для которой об$ предыдупая задачи являются частными случаями. 
| Задача У. — Опредълить касательную кз иткоторой кривой, точки которой выво- 
дяттея, по заданиому закону, изъ касательныхь кз дрллой данной кривой. 

Пусть будеть и 
Ф(2, у) =0 


75 
уравнене данной кривой; одна изъ’ ея касательныхъ имфетъ уравнене: 
_ @9 
и—у=. ((— 2). 


Координаты х,, у, соотвфтственной точки искомой кривой суть данныя функщи отъ 
коэффищентовъ этого уравнен1я и представятъ, слфдовательно, выражерт1я вида: 


4 ИД 
=, (32, у—24), 

ИИ | 
== (42 у уфа). 


1 
Чтобы вывести изъ этихъ уравневй угловой воин и ‘ искомой каса- 


тельной, полагаемъ: 











а _ 4. 
д т. —®, 
== Е. (№ 5), 
у, —= Е, (4% 5) 
и находимъ: 
ах: = т - (и т Е 
Чу, = и. аи ба во; 


кромЪ того, 
Чу = (у — их) = ау — чах — аи. 


Въ силу же уравнения -^ = и это значеше. 42 приводится къ — 24; въ такомъ случаъ 











ах 
ах, = а Чи — = ди, 
ау, —= се ди — х—* 2. Чи, 
откуда т 
а, ав 


а _ ам _ 7 
ах. а а А" 
аи ^ "ф 








* 
что и служить р5шенемъ нашей задачи. Упрощене результата происходить отъ того, 
._ @ 

что 4 является общимъ множителемъ и опредБлете отношен1я да. перестаетъ быть 
г 4 
необходимымъ для нахождевшя производной т} ВЕ противномъ случаЪ его нужно было 
бы вычислять. | | 

Мы видимъ, что въ выражевяхъ 42, и Ду, члены съ 4у и съ ах уничтожаются 
и остаются только члены съ множителемъ 4и. Сл$довательно, вычисленя точно такля 
же, какъ и въ томъ случа$, если бы мы при переход$ отъ одной какой-нибудь каеа- 


10* 
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тельной къ другой, безконечно-близкой, удовольствовались измфненемъ углового ко- 
эффищента, не измфняя координатъ х и у точки касамя; равным'ь образомъ, искомая 
касательная точно такая же, какъ и въ томъ случаЪ, еслибы прямая, которая служитъ 
для опред$леюня различныхъ точекъ кривой, вращалась вокругъ неподвижной точки. 
Это мы уже видЪли въ 8 14-мъ. 

$ 85. Задача \!. — (075 риазличныхь точекь дииной плоской кривой отложена по 
нормалямь кз этой кривой постоянная длина; найти касательную кз гривой, предета- 
вляющей гометрическое мтьето подученныхь тапимь ооразомь точекь. 

Пусть х и у будуть координаты н$которой точки на данной кривой, а Ки и-—- 
координаты соотв$тственной точки на новой кривой; кромЪ того, пусть ) и в. будуть 
углы, составляемые нормалью съ осями. Въ такомъ случаЪ, очевидно, 


Е —=2-—- [с0$), } 
и = у -- Теозь, | (1) 
откуда посредствомъ дифференцирован1я находимъ 
 — ах -- 14 со$ ^, 
1, — ау -- № со. | (2) 


Умножаемъ первое изъ этихъ уравневй на соз^, второе на © зи, и полученные 
результаты складываемъ: 


с0$ А @-—- с0$ и ан = 4х с0$ ^. —- Чу со$ № -- [(©с$ . 4 с08 ^ -- ©0$ в @ с0$ в). (3) 


Зная же, что 
6052 - 6052 = 1, 


выводимъ посредствомъ дифференцированйя: 





60$ ^ 4608 = е08 № 460$ в = 0, (4) 
и, кромЪ того, по 8 81-му имЪемъ: 
4х с03 Х —— Ду с08 в = 0; (5) 
поэтому уравнене (3) приметъ видъ: 
605 А 4 —- 60$ в (и = 0. (6) 
Изъ уравнений же (5) и (6) выводимъ: 


аи __ ау 


4 ` 4’ 


Т.-е. что касательныя къ обфимъ кривымъ параллельны, 
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То же самое мы нашли выше ($8 14) геометрически. 

$ 86. Задача УП. — Лоза уюль постоянной величины движется такимь образомь, 
ито стороны со постоянно касеотся данной плоской кривой, то вершина ею Р опишет 
тазлро кривую, пормалью кз которой оудеть прямая, соедиияющая точку Р съ центром 
кра, проходящело черезь эту точку и черезь почки Л и В, вь которыхь стороны 
нодвижното ла касаются даиной кривой. 

Пусть 


у—? (2) 


будетъ уравнеше данной кривой; назовемъ черезъ а, Виа, В координаты обфихъ 
точекъ касавая и черезъ « тангенсъ даннаго угла. ИмЪя, кромЪ того, равенства: 
В=0 (4), В =2(«), мы можемъ опредфлить координаты х, у точки Р изъ слЕдующихъ 
уравневй: 





43 

у— В = (2—9), (1) 
р 48 
ув = (#— 7), -@ 
в 43’ __ 43 а’ 

Ча — аа + 4) хх 

| й 

Исключая т И с изъ этихъ уравненй, находимъ: 


а [(у — В) (у.— В) -- (х— 4) (1—«“)] | (у— В} (< — а) —(у— В) (х—«) =0 (4) 


Это равенство, если принять за перемфнныя только х и у, представить кругъ, 
проходящий черезъ точку Р и черезъ точки (а, В), (<, В). 
Продифференцируемъ это уравнене: 


[?ау— а (В-- В) - (« — «)] 4у- [23а — а(а-«)- (В —В)]а&-- 
+ {@—В—«@—2)]-—@—4) а (9—1 |4 — 
— {9-е —«юбр-е- а =0 ‘6 


Если теперь въ уравнене (5) подставить значення у—3 и у— В, выведенныя 
изъ уравнений (1) и (2), то коэффищенты при Да и 4а исчезнуть въ силу уравне- 
ый (1), (2) и (3). 

Итакъ, выражеше дифференщальнаго коэффищента, ся. одно и То же, будемъ ли 


мы разсматривать, въ уравнени (4), о и а какъ перем$нныя, или какъ постоянныя. 
Отсюда слфдуетъ, что касательная къ геометрическому м%сту точекъ Р совпадаетъ 
съ касательною къ кругу, представляемому уравнешемъ (4), когда въ этомъ посл®д- 
немъ а, В, я, В принимаются за постоянныя 
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ЗАМЪЧАН!Е, ОТНОСЯЩЕЕСЯ КЪ ПРЕДЫДУЩИМЪ ЗАДАЧАМЪ 


$ 37. ВеБмъ предыдущимъ задачамъ можно придать одну общую форму: точки 
одной кривой * выводятся посредствомъ нЪкотораго опредфленнаго построея изъ 
точекъ и касательныхъ другой кривой ©; зная касательную въ данной точк® кривой ›, 
найти касательную въ соотвЪтственной точкВ кривой %, 

Задача рЪшена въ частныхъ случаяхъ, приведенныхъ въ качеств примФровъ, 
но изъ этого не слБдуетъ, что рёшеюше всегда возможно. При случайномъ выбор$ 
построетя, съ помощью котораго точки кривой »Х выводятся изъ точекъ и касатель- 
°ныхъ кривой ›, касательная къ‘кривой * не будетъ опред$лена, когда будутъ даны 
только соотв$тетвенная точка 5 и касательная въ этой точк$. Если это и было воз- 
можно въ раземотрнныхъ частныхъ примЁрахъ, то только потому, что прим$ры были 
выбраны надлежащимъ образомъ. 

Въ $ 84-мъ для двухъ задачъ было разъяснено, къ чему относится то упрощевге, 
которое появилось въ рфшенши; покажемъ, почему искомый результатъ невозможенъ 
вообще. 

Пусть 1, у будутъ координаты нфкоторой точки кривой © и р— угловой би: 
щентъ касательной въ этой точк%; называя черезъ х,, у, координаты соотв$тетвенной 
точки кривой У, можемъ написать, по опредБленю этой кривой, что 


2, = (2, 9, 1), || Юй 
У. =— Ф (5, У, р), | 


тдф Ри © суть двЪ функщи, вытекаюция изъ данныхъ условй. Изъ равенствъ (1) вы- 
ВОДИМЪ: 


ыы Ч" р, 


4$ 
49, = 41 дз 2 а а 
слфдовательно, 
4 ау, 4 а 4 - ‚4 Ч 
у; _ 4х 42 Г бу т Г ах _ ЕЕ 


ах. а с аЕ ау , -а-4р = == 4% ‚ ЧЕ а 
ах Т ау ЧТ ар 2 а !1 у Т ар т 





Отсюда видно, что р -, угловой коэффищентъь искомой касательной, содержитъ не 
ар 

-— 0 

2.з & ЭТ 

значить, что когда задается точка кривой © и касательная въ этой точкЪ, то касэа- 

тельная въ соотв$тетвенной точкЪ кривой » веё-таки останется, вообще, неопредф- 

ленною. 


ТОЛЬКО 1, У И р, какъ въ раземотр$нныхъ частныхъ примфрахъ, но еще и 
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КАСАТЕЛЬНЫЯ КЪ КРИВЫМЪ, ОТНЕСЕННЫМЪ КЪ ПОЛЯРНЫМЪ КООРДИНАТАМЪ 


$ 88. Когда кривая задана уравнешемъ въ полярныхъ координатахтъ: 
Е (®, Е 


то можно легко опредФлить въ каждой точкЪ направлене ея касательной. Пусть 4 
будетъ данная точка на кривой, имфющая координаты ®х ив, а Л/' ближайшая Еъ 
ней точка на той же кривой. Ведемъ радусы-векторы 0.1, ОЛ и изъ точки О, какъ 
изъ центра, радусомъ 011 описываемъ дугу круга МГ, оканчивающуюся на радтусЪ- 
вектор® ОЛГ. Очевидно, можемъ написать: 


ОМ == 0, агс МР = о. 


Кром того, такъ какъ ЛГР есть безконечно-малое приращене р, то оно можетъ быть 
принято ($ 46) за 4р. ЛалЪе, изъ треугольника 2ИЛГР видно, что 


МР _ зв ИМР. 
МР зп МУР?’ 


въ предфлЪ же, когда т равно ро и треугольникъ ЛГЛР — прямоугольный, 


. ЗШМУШР - ОЕ 
отношете „игр обратится въ тангенсъ угла Г, составляемаго радтусомъ-векторомъ 


съ направленемъ касательной въ сторону увеличеня угла ®. Итакъ. 


фапо 7—0 т ; 

Когда кривая отнесена къ полярнымъ координатамъ, то иногда подъ именемъ 
касательной, нормали, подкасательной, поднормали подразумБваютъ четыре слЗдую- 
ЩИихЪ ЛИНИЙ. 

Проведемъ черезъ полюсъ 0 перпендикуляръ къ ращусу-вектору О04[. пусть Т 
есть перес$чен1е этого перпендикуляра съ касательною и №—пересВчене его съ нор- 
малью, построенными въ точк$ М; тогда ДГЛТ называется касательною, . М №— нор- 
малью, ОТ — подкасательною и ОМ—поднормалью. 

Вычислен1е этихъ четырехъ лин не представляетъ никакихъ ` затруднений. 


Пишемъ: . 


Яо 


3 @® м т у и" 
ОТ — 5 = рёапе Г = р? 4’ м сиу ЧЕ, 


ОМ — Ю — в =— = , ЛЕМ = М — ИУр+*% я 


$ 89. Вакъ приложеше предыдущихъ формулъ, ия касательную къ ло- 
гариемической спирали, уравнене которой ееть 
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Пишемъ: 


; а 1 ] 
ап о Г — б $ — (6т® ——-— = т. 
тае 


и 1 ь 
сл$довательно, уголь У — постоянный, имБющЙ тангенеъ =. Такимъ образомъ, лога- 


риемическая спираль перес$каетъ подъ постояннымъ угломъ радусы-векторы, исхо- 
дяш!е изъ неподвижной точки. При т ==0 уголь Г — прямой и логариемическая спи- 
раль обращается зъ кругъ. 

Воспользуемся полярными координатами для ршеня еще слФдующей задачи. 

Задача УШ. — Из5 неподвижной точки О, находящейся в5 плоскости кривой ю, 
проведены къ этой кривой радусы-векпоры и продолжены, каждый, па постоянную 
длину [; найти касвательную ко кривой Х, представляющей зеометрическое место тюо- 
лученныхь. знакимь образомь точекс. | 

Отнесемъ къ полярнымъ координатамъ и примемъ за полюсъ неподвижну1о 
точку 0. Если уравнев!е данной кривой есть 


6 =$(о), 


то уравнен1е кривой, получаемой изъ данной, будетъ: 


рев 


(1 | 
Очевидно, что поднормаль 5,, выражающаяся черезъ о имфетъ одно и то же зна- 


чене для обЪихъ кривыхъ, таюь что нормали въ соотвфтетвенныхъ точкахъ сходятся , 





М 


Черт. 19. 


на перпендикулярВ къ рад1усу-вектору, проведенному черезъ точку 0; отсюда выте- 
каетъ весьма простое пострсеше для нормали, а, слФдовательно, и для касательной. 
Въ самомъ дфл$, для полученя нормали въ точкЪ М’ кривой » достаточно про-. 
вести нормаль въ точкЪ М къ кривой В и соединить‘ М’ съ точкою перес$чевн1я этой 
нормали съ перпендикуляромъ (№ къ рамусу-вектору ОММ.. 
$ 90. Вилламъ Робертеъ (У/ППат ВоБехг) замЪтиль, что если положить 


р = р" И « — №, 


81 


ГДБ р И «® предетавляютъ полярныя координаты точекъ кривой, то 
у р ) 


до __ ‚ао! 
РР а 


и, слЪдовательно, кривая, точки которой им$ютъ координаты о’и ®’, и предположен- 
ная кривая перес$каютъ соотвЪтственные радлусы-векторы подъ однимъ и тфмъ же 
угломъ. Отеюда вытекаеть способъ получать изъ двухъ данныхъ кривыхъ двф друпя 
кривыя, пересфкаюцаяся подъ тфмъ же угломъ, какъ и первыя. 

Напр., прямыя, уравненя которыхъ суть 


0608% = &, 2608 (& — Ф)= В, 


гд$ ч и В произвольны, а ф обозначаетъ постоянный уголъ, очевидно, пересекаются 


подъ угломъ ф. Отсюда заключаемъ, что кривыя, представляемыя уравнен!ями: 
р" 08 — а”, 6"с08 (пе — ф) == В”, 


всегда перес5каются подъ угломъ 9, каковы бы ни были значешя, приписываемыя 
о и В. Полагая + —=2, получаемъ сл5дующую теорему: 

Система равнобочныхь, концентрических и сходственио фрасположенныхь итер- 
боль пересткается друюю системою таких же зитерболь подъз постоянным уломь, 
вдвое большимз ула, образуемсело осями объить систем. 


1 
При п —=- кривыя обращатся въ параболы съ однимъ и тёмъ же фокусомъ 


‚и мы получаемъ сл$дующую теорему: | 
Бсъ параболы сз однимь и тъмь же фокусомз и общею осью пересокаются пара- 
болами въ тьме же фокусомь,: но в5 друзою осью, под умом, равнымё половинь ума, 
составлясмало осями объижь системь кривых. Г | 
Робертсъ вывелъ изъ своего замфчан1я большое число теоремъ; н$которыя изъ 
 нихъ приведены въ качеств упражнев1й въ конц этой главы. 


КАСАТЕЛЬНЫЯ КЪ КРИВЫМЪ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ 


$ 91. Пусть оф (5, у, 2) =0, $(х, у, 2) =0 будуть уравневя кривой двоякой кри- 
визны; отыщемъ касательную къ ней въ данной точкЪ. 

Касательная есть предфлъ прямой, соединяющей дв$ безконечно-близюмя точки, 
и мы знаемъ ($ 13), что можно безъ измфнен1я. этого предфла замфнить` одну изъ 
разсматриваемыхъ точекъ другою, находящеюся отъ первой на безконечно-маломъ 
разстояни второго порядка. Итакъ, если х, у, г — координаты первой. точки, то 
можно координаты второй принять равными х-- 4х, у-- 4, =-—- 42; въ самомъ дёлЪ, 
извЪстно ($ 46), что ду и 42 отличаются отъ истинныхъ приращен!й у И 2 только 
на безконечно-малыя второго порядка. 


ДИФФЕРЕНЦАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 11 
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Если $ и, о обозначаютъ координаты какой-нибудь точки прямой, соединяющей 
дв$ точки, координаты которыхъ суть 2, у, 2, 5х ах, у ау, :—-42, то уравневя 
этой прямой будуть: 


1—{ —%—у 1—2 





а Ч о 4‘ 





Итакъ, чтобы получить въ конечномъ видф уравнеюя касательной, достаточно 
найти три конечныхъ количества, пропорщональныхъ 4х, ау, 42, и написать, что эти 
количества также пропорщональны 1—1, и у, о—2г. Но мы уже выше ($ 62) на- 
шли, что ‘ 

42 9 =. 42 __. 
аф @% д Ф 44% до 4 4 % ах @% 


аьлььиььье  сеосчииЗиики и шикчт-- о ниррскнии» И и чырирысаииыиыыю — раннныые Чана» — -——— оыыыю ео ииииые- 


42 ау ду 42 ах 42 42 ах ау ах ах ау 
слЪдовательно, уравнен1я касательной будутъ: 


а пт А.Ш. оба Са @ 
49 4 444 4% 44 44% 44 


аказищииыыю  ссоежежиииии ПСЖ пп —= ===> —=— —— ——ы ——ы= — =—> ——— ———Ы——- 


42 ау ду а ах аг а_ах ау ах ах Ау 


Иногда этимъ уравнен!ямъ придаютъ другой видъ, съ которымъ не м?$шаетъ 
ознакомиться. Они выражаютъ пропоршональность между разностями #—х, и — у, 
9—2 и дифференщалами ах, ду, 42; съ другой же стороны, известно, что эти диф- 
ференшалы удовлетворяютъ уравненямъ: 


2+ ты г ‚ 42=0, 


поэтому, уравнетя: 


(и -у+е—д=о, | 


(1) 
а (и — у) а Ш 0 


выражаютъ, что разности {—х, и— у, 9—2 имфють тЪ же отношешя, какъ и диф- 
ференшалы 4х, 4у, 42; иначе говоря, что эти разности и дифференщалы соотв%т- 
ственно пропорщональны. Отеюда заключаемъ, что уравневя (1), пре двф 
плоскости, будутъ въ то же время и уравнетями касательной. 

$ 92. Уравнетя касательной къ кривой приводятъ безъ затруднен! къ уравненю 
нормальной плоскости. Чтобы получить эту плоскость, достаточно, въ самомъ дЪл%, 
зам тить, что она проходить черезъ точку, координаты котофой суть г, у, 2, и что 
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она перпендикулярна къ касательной. Слфдовательно, уравнеше этой плоскости мы 
напишемъ, по формуламъ аналитической геометрии, въ такомъ вид: 


(1— ах (и— уд @— 2) 42 =0, 


гдЪ 4х, 4у, 42 должны быть замфнены функц1ями имъ пропорцюнальными. Это урав- 
нене можно доказать и непосредственно. Пусть $ и, ‹ будуть координаты какой- 
нибудь точки пространства; разности #— 2х, и— у, и —2 пропоршональны косинусамъ 
угловъ, составляемыхъ съ осями прямою, соединяющею эту точку съ данною точкою 
на кривой, координаты которой суть х, 49, г. Но 4х, Чу, 4г пропорцональны косину- 
самъ угловъ, составляемыхъ касательною къ кривой съ тфми же осями; слфдова- 
тельно, услове, чтобы эти два направленя были взаимно-перпендикулярны, т.-е. чтобы 
точка & и, ъ принадлежала нормальной плоскости, выражается какъ разъ уравнешемъ: 


(— 2) ат -- (и — ау @ —2)4г=0. 


КРИВЫЯ НА ШАР 


$ 93. Изучете кривыхъ, нанесенныхъ на шарЪ, привело математиковъ къ инте- 
реснымъ результатамъ, аналомя которыхъ со свойствами плоскихъ кривыхъ достойна 
замфчатя. Мы ограничимся зДБсь указашемъ на систему обычно употребляемыхъ 
координатъ для опред$лешя точекъ шаровой поверхности и на способъ получешя ка- 
сательной къ кривой, заданной уравненемъ въ двухъ координатахъ произвольной ея 
ТОЧКИ. | 

Выбираемъ на шарф точку Р и называемъ ее полиосом5: тогда большой кругь, 
плоскость котораго перпендикулярна къ радусу, проведенному въ точку Р, получаетъ 
назван!е экватора; больше круги, проходяще черезъ точку Р, получають назван!е 
меридзановь, а малые’ круги, плоскости которыхъ параллельны экватору, назване па- 
раллелей. Точки шаровой поверхности будутъ опредФляться мериданомъ и параллелью, 
на которыхъ онЪ находятся; меридланъ задается угломъ Ф, который онъ составляеть 
съ неподвижнымъ мериданомъ, а параллель—ея разстоянемъ до полюса, считая по 
дугВ большого круга. При изм5невши х отъ 0 до 2т и 0 отъ 0 до х будуть опредЪ- 
лены вс точки шаровой поверхности. Эта система, очевидно, равносильна употре- 
бленю географическихъь широты и долготы на земной поверхности, при чемъ ф буУ- 
детъ обозначать долготу и 8 — дополнен1е до широты. 

Пусть н$®которая кривая задана соотношетемъ К (6, о) =0 между координатами 
ея точекъ. Назовемъ двЪ смежныя (черт. 20) точки черезъ Л и М; изъ точки Р, 
какъ полюса, сферическимъь радусомъ РМ (т.-е. В9) опишемъ малый кругь ММ.. 
Треугельникъ МММ, можетъ быть принятъ за плосый и, сл$довательно, 


МИ, 


{ап М — мм! 


11* 
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ГД М’ есть уголъ, составляемый кривою съ дугою большого круга РГ. Дал%е, 


М, М = 848, 
МЛ, — Азт дах; 





Черт. 20. 


первое изъ этихъ уравнен1й— очевидно, второе же вытекаетъ изъ того, что 1/1, есть 
дуга, соотв тствующая углу 4Ф въ кругБ радуса Взш8. Значить, 


‚_ 8 _ 1 9 
ИМ — у ий 4 

Если черезь М’ проведемъ большой кругь 10, нормальный къ разематриваемой 
кривой, и опустимъ на него изъ точки Р перпендикулярную дугу большого круга 
РО, то сферический треугольникъ РОМ’ дастъ: 


РФ 


Ш -в — 50 960$.М'. 


УРАВНЕН1Е ПЛОСКОСТИ, КАСАТЕЛЬНОЙ КЪ ПОВЕРХНОСТИ 


$ 94. Дано уравнене поверхности въ прямолинейныхъ координатахъ: 


2=$(т, У). 


Исходя изъ точки этой поверхности, имфющей координаты т, у, 2, припишемъ хиу 
безконечно-малыя приращетя 4х и 4у; тогда соотв$тственное приралценю 2, какъ мы 
видфли ($ 54), можеть быть принято, если отбросить безконечно-малыя второго по- 
рядка, равнымъ 


@2 42 


а 2 
глЪ ат И Чу Застныя производныя отъ 2, когда т и у принимаются въ посл$- 


довательномь порядк$ за постоянныя. 

Поэтому, вокругь точки, координаты которой суть х, у, 2, и на безконечно-ма- 
ломъ разстояти оть этой точки приращене для 2 можетъ быть разсматриваемо, как’ь 
линейная функшя оть приращешй х и у; итакъ, называя черезъ $ и, у координаты 
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точки, находящейся на поверхности въ безконечно-маломъ разстояи отъ точки 
х, у, 2 и отбрасывая безконечно-малыя второго порядка, пишемъ: 


(1—2) +4 У. (1) 


Это уравнене, будучи первой степени относительно # и, ®, представить плос- 
кость, которая, очевидно, проходить черезъ точку х, у, 2 и для безконечно-близкихь 
точекъ находится на безконечно-маломъ разстояи второго порядка отъ разематри- 
ваемой поверхности. 

Докажемъ, что эта плоскость содержитъ касательную ко всякой кривой, нане- 
сенной на поверхности и проходящей черезъ даннуто точку. Черезъ эту точку М, ко- 
ординаты которой суть х, у, 2, ведемъ по поверхности кривую Р, и пусть на этой 
кривой точка ДМ’ будетъ смежная точкЪ 11, координаты которой суть Ь и, 9. Каса- 
тельная къ лиши Р есть предфлъ прямой 1/0, но мы видЪФли (8 13), при опред$- 
лени этого предфла, что точку М’ можно замфнить всякою другою точкою, находя- 
щеюся отъ нея на безконечно-маломъ разстояни второго порядка, и, слБдовательно, 
замфнить точку 1’ поверхности точкою плоскости (1), координаты которой, парал- 
лельныя ди у, суть Ё и ; третья координата о, на основани предлыдущаго, изм$- 
нится лишь на безконечно-малую второго порядка. Но послЪ такого перенесеня точки 
М прямая МЛМ’ будетъ строго расположена въ плоекости (1), то же относится и къ 
ея предфлу; значитъ, касательная въ М къ кривой Р, т.-е. къ какой-угодно кривой, 
проведенной по поверхности черезъ эту точку, расположена въ плоскоети (1). 

Если уравнете поверхности задано въ видфЪ: 


Е (т, у, г)=0, 
а . Ч Ч: 
то нужно, чтобы воспользоваться уравненемъ (1), вычислить сначала 4. И Е при 
помощи формулъ: 
АК 42 __ 
ах ея 42 ат и 
аЕ а __ с. 
ау Ня аг ау“ о; 
тогда уравнен!е касательной ‘плоскости приметъ видъ: 
пе (а) Риф 9:6 —9=0. (2) 


Тоть же самый результатъ можно получить съ помощью формулъ, данныхъ въ 
$ 91-мъ при опредФлети касательной къ кривой двоякой кривизны. Въ самомъ дЪлЪ, 
разсмотримъ на данной поверхности, уравневе которой есть Е(з, у, 2) =0, кривую, 
получающуюся оть пересБчешя этой поверхности съ другою, которая проходить че- 
резъ разсматриваемую точку (х, у, 2) и уравнеше которой есть $ (х, у, 2) =0. Мы 
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видфли ($ 91), что касательная къ этой кривой можетъ быть выражена системою 
уравнений: 


Ниуе =0, (1) 
(ибо =0. (2) 


Если вторую поверхность замфнить другою, подчиненною лишь тому условию, 
что она проходитъ черезъ данную точку, то кривая пересБченя можетъ принять вс 
положешя на первой поверхности и касательная станетъ перемЪщаться; уравнене 
же (1), оставаясь безъ измЪнен!я, представить плоскость, изъ которой эта касательная 
не выходитъ, а такая плоскость есть именно касательная плоскость, найденная выше 
другимъ путемъ. 


УРАВНЕН1Е НОРМАЛИ 


8 95. Когда известно уравнене касательной плоскости, то не трудно составить 
уравнен1я нормали. При прямоугольныхъ осяхъ нормаль образуетъ съ осями углы, 
косинусы которыхъ пропорцшональны коэффищентамъ уравнен1я касательной плоскости; 
эта прямая проходитъ черезъ точку (5, у, 2) и уравнемя ея, поэтому, будуть: 








а — 6 — Е. (1 
ах 


Еели уравнете поверхности задается подъ видомъ: 


® — Ф(х, 9), 


то уравнен1я нормали выражаются сл5дующимъ образомъ: 











(2) 1 (2) 


42 (3) 


8 96. Въ каждой точкБ поверхности, уравнеше которой есть Е (х, у, 2) =0, 
можно различать для нормали два противоположныхъ другъ другу направлен1я: виз ш- 
нее и внутреннее. Виъшиее направлеше есть направлете къ точкамъ пространства, 
для которыхъ 

Е (2, 9, 2) > 0, 


а внутреннее направлеше есть направлетше къ тёмъ точкамъ, для которыхъ, наобороть, 


Е(л, уд < 0. 
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Для угловъ ^, р, у вишней нормали съ осями координатъ всегда 


60 А 


- 


АЕ аЕ 


2 
в 


) 


же 
ЧЕ 


| ду 
[& 
ау 
1. ЧЕ 
' 42 
ДЕ 


08 в — 
Г АЕ 


г \“ | 
ах 


(=) + 


У 


ЧЕ 


| 
= 


мн 


И (+) 


+ 


ак 
8 


т 


=. 


+ 


| 
т 


и 


42 


Въ самомъ дфлф, изъ уравненй (1) $ 95-го ясно, что вс ‘три косинуса про- 


аг аЕ аг 


порщюнальны -7_, 


ау’ ‘42? а такъ какъ сумма ихъ квадратовъ равна единицф$, ТО ИХЪ 


значеня или равны, или равны, но противоположны по знаку, значеншямъ, которыя 
мы только-что выписали. Назовемъ теперь черезъ = безконечно-малую длину, отло- 


женную на внфшней нормали. Координаты конца 


1—=608^, уУ—-в608ы, 


этой длины будуть: 


2-- 500$ у, 


и мы можемъ написать, пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, 


Е (2-Г=с08А, у =608№, 2--е60$у) —Е(х, у, 2) = 





АЕ аЕ ДЕ 
Нах 808 Аду Е с08 и -- Е = С0$ У. 
Но по предположению 
Е (х, 9, 2) =0 
и кромЪ того 
| 4" 
60$ А — у у 
УЕ + Е) 
(= ди] Г \а) ` 
= 
в 
у (+ (5+, 
т а 
У ТАОМЕ 
у (%)-+(&) + (&) 
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слфдовательно, АЕ 2, (Е? 
бы й Е) (8 +2) 
и (+ (©) (5 +(%) + (= 
==*У ++ 


Если нормаль имфетъ внЪшнее направлеше, то первая часть посл$дняго равенства 
положительна и, значитъ, во второй части надо взять верхый знакъ, а это требуетъ 
того же знака и въ предыдущихъ уравнетяхъ. 

$ 97. Такъ какъ формулы, дающйя направлеше нормали къ поверхности, имютъ 
весьма важное значене, то не будетъ безполезнымъ доказать ихъ прямо, независимо 
отъ уравневя касательной. плоскости. 

Пусть 


Е (2-—-=208^, у =60$щ, 2 =608 у) = Ее 


© 


Е (5х, у, 2) =0 


будеть уравнеше поверхности. Такъ какъ при переходф отъ точки этой поверхности, 
координаты которой суть х, у, г, къ смежной точкЪ, координаты которой суть .х -- 4х, 


—- ау, 2-- 42, функшя Е должна оставаться равною нулю, то безконечно-малое при- 
ращене К будетъ равно нулю, и мы можемъ написать: 


пра, а, = 0. (1) 
Въ этомъ уравнени отброшены безконечно-малыя второго порядка, и оно спра- 
ведливо, если 4х, Чу 42 строго равны, какъ мы предположили, безконечно-малымъ 
приращенямъ х, у:И 2; но оно строго точно, если при Ах и 4у, представляющихъ 
приращеня х и у, 42 равенъ дифференшалу отъ 2, который отличается, какъ мы 
знаемъ (8 53), оть приращешя 2 лишь на безконечно-малую второго порядка. 


Итакъ, уравнене (1), которое вполнф точно, доказываетъ, что прямая, образую- 


ак аг аг 
щая съ осями углы, коСсинусы Ккоторыхъ пропорщональны — т —, а’ 2? перпендику- 


лярна къ прямой, образующей углы, косинусы которыхъ пропорцюнальны 4х, ду, 42; 
такъ какъ это посл5днее направлен!е представляеть прямую, соединяющую двЪ дез- 
конечно-близюыя точки ловерхности, то оно тёмъ самымъ будетъ направленемъ какой- 
утодно изъ ея касательныхъ; слфдовательно, первое направлеше есть направлеше пря- 
мой, перпендикулярной ко вс$мъ касательнымъ, т.-е. направлете нормали. 


ОпПРЕДВЛЕН1Е НЬКОТОРЫХЪ КАСАТЕЛЬНЫХЪ ПЛОСКОСТЕЙ 


$ 98. Приложимъ предыдуцпия формулы къ н$зкоторымъ примЗрамъ. 
Примфръ 1. — Ищемъ касательную плоскость къ поверхности, выражаемой урав- 
нетемъ: 
х— а — $(у— 62) =0. (1) 
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Уравневе касательной плоскости, по предылущимъ формуламъ, будетъ: 
1—2 — (и — (у — 02) — [а — 65 (9—6) © —2)=0. 


Косинусы угловъ, составляемыхъ нормалью съ осями координатъ, пропорцю- 


нальны 
те. Ф', —а- 


а-|- (—Ф)6-- (5$ — а) =0, 


то нормаль къ поверхности перпендикулярна къ прямой, уравнен1я которой суть 


И такъ какъ 


х— а, у= д», 


и, сл5довательно, касательная плоскость параллельна этой прямой. 

Уравнете (1) представляетъ, дфйствительно, цилиндрическую поверхность, - про- 
изводяпия которой параллельны прямой х=а2, у= 02, и касательная плоскость, со- 
держащая всегда производящую, должна быть, какъ мы и нашли, параллельна этой 
прямой. т 

Примфръ И.—Раземотримъ, во-вторыхъ, поверхность, уравнеше которой есть 


ах -- бу-на= (5 У -?). | (1) 
Касательная плоскость выразится у равневйемть: 
((— 2) (а— 22) (и) 6—9) &—2) (1— 2:9) =0. 
Уравнев1я нормали будуть: 


| а 
(—д _ 4-9 _ 9—8 (2) 
а— 259 6—3  1— 92° | 


Поверхность, представляемая уравнешемъ (1), есть поверхность вращеня вокругъ 
прямой, уравневя которой суть. | 
$ — а%, 

и —= 65. 


Геометр1я показываетъ, что эта прямая пересФкается со всБми нормалями къ 
поверхности. Это, впрочемъ, не трудно повфрить по пхь общему уравненю, найден- 
ному выше. 

Въ самомъ дфлЪ, если въ уравнен1яхъ (2) замфнить #Ё черезъ ах и и черезъ 65, 
то они примутъ видъ: | 


а —х _ 9—9 _ 9—8 
а— 27 ББ — 2 1—9 


и будуть удовлетворяться при 
1 


2%’ 


ДИФФЕРЕНШАЛЬПОЕ ИСЧИСЛЕШЕ 12 
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$ 99. РЕшимъ, наконецъ, нфеколько задачъ, въ которыхъ требуется найти каса- 
тельную плоскость къ достаточно опред$ленной поверхности, уравнен!е которой, однако, 
не задано. 

Задача 1.—Опущеиь изь точки О перпендикулярз ОР на касательную плоскость 1: 
поверхности 5, заданной ея уравненемь; найти касательную плоскость къ поверг 
ности У, описанной основашемь Р этою перпеидикуляра. 

Пусть г, у, 2 будуть коордпнаты точки поверхности 5; уравнен!1е плоскости, ка- 
сательной въ этой точк$, будетъ: 


4: 42 
= (@— 2) Тау (и— У; (1) 


а 
перпендикуляръ, опущенный изъ начала координатъ на эту плоскость, выразится 
уравнен1ями: 


42 
-о—-=0, 
Ен | (2) 
а —0 | 
а 
Если изъ уравневй (1) и (2) Исключить = И я то получится соотношене 
(9—2 (1—1) (и—уи=0 (3) 


между координатами х, у, 2 точки М поверхности 5 и координатами & ч, © соотвЪт- 
ственной точки Р поверхности ». 


Дифференцируя это уравнене, находимъ: 


(2% — 2) 42 -- (21—*)% я (2и, — у) 4и — о4г — ах — ийу =0. (4) 


Кром$ того, 
4х —- иду Е чаг =0. 


ДъЪйствительно, & и, о пропоршональны косинусамъ угловъ, составляемыхъ съ осями 
перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ начала  координатъ на плоскость, касательную къ 
поверхности 5 въ точк$ М, а ах, 4у, 42 пропорщональны косинусамъ угловъ, соета- 
вляемыхъ съ осями лишей, соединяющей, на этой поверхности, точку х, у, 2 съ без- 
конечно-близкою точкою, и ясно, что эти два направлен1я взаимно-перпендикулярны. 
Уравнене (4) приводится, слБдовательно, къ 


(21—2) %-- и — у ам - (2% — 2) %=0. (5) 


Полученное уравневе доказываетъ, что прямая, составляющая съ осями углы, коси- 
нусы которыхъ пропорщональны 4, 4и, 4, т.-е. всякая касательная къ поверхности 
> въ точЕЗ Р, перпендикулярна къ прямой, составляющей углы, косинусы которыхъ 


пропорщональны (2#—-2), (2и — и), (2% —2), т.-е. къ прямой, соединяющей точку, ко- 


1 # 
ординаты которой суть [, и, ©, съ точкою, координаты которой суть г 5, 5-. Отеюда 
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вытекаетъ, что нормаль къ поверхности » проходитъ, какъ было доказано въ 8 14-мъ, 
У 2 
з РО 
Задача П.—Опущень изъ точки О перпеидикулярь на плоскость, кавательную къ 
поверхности 5, заданной ея уравиетему и этоть перпеидикулярь ОР продолженз д0 точки 
() такой, что 


черезъ середину прямой ОМ, координаты которой суть 


ОР.09 = а’, 


здъ 4 есть данная мпая. Найти плоскость, касательную ко поверхности У, зеометри- 
ческому мъетцу точекъ (Ц. 

Пусть М есть точка касашя плоскости, касательной къ поверхности 5, и 
х, у, =—ея координаты. Уравнеше касательной плоскости будетъ: 


м _` 42 42. 
=; (1) 
перпендикуляръ ОР, какъ и въ предыдущей задач, выразится уравнешями: 
Ро Е ей а о. = (2) 
ах ' т, 


СлЪдовательно, называя черезъ 2, у,, 2, координаты точки @, будемъ имЪть: 


4 

ау 

4 : - ур [ 

00 = ;‚ и -Еаг = орз = : эн | 
4х у 


42 
д, 2, д; = 0, у: Г 2, =, =0, 





и 4 
Исключая изъ полученныхъ уравненй 92 и ду НаХОДИМЪ: 


хх, -- Уу, - 22, —= а". (3) 


Какъ сейчасъ увидимъ, достаточно одного этого уравнен1я для опред$леня искомой 
касательной плоскости. Въ самомъ дЪл$, дифференцироване даетъ: 


0 — ха, + уау, Г 242, - 11.45 - уу - 2142, (4) 
НО 
2, ах -- у. ду -[- 2.42 = 0, 


потому что лия ОР составляетъ съ осями углы, косинусы которыхъ пропорцюнальны 
х, 9,2, и, кромЪ того, будучи перпендикулярной къ плоскости, касательной къ дан- 
‚ ной поверхности, она образуетъ прямой уголъ съ лишей, касательной къ поверхности 
5, а эта послфдняя лишя составляетъ съ осями углы, косинусы которыхъ Ни 
нальны 4%, ау, 42. 


12* 
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Слдовательно, уравненше (4) приметъ видъ: 


0 — хах, -- уду, -|- га2, (5) 


и выразитъ, что прямая, составляющая съ осями углы, косинусы которыхъ пропор- 
шональны 4х,, @у,, 42, перпендикулярна къ прямой, косинусы угловъ которой съ 
осями пропоршюональны х, у, =, Т.-е. что всякая касательная къ поверхности, служа- 
‘шей геометрическимъ мЪстомъ точекъ @, перпендикулярна къ прямой ОЛ, соединяю- 
щей начало О съ соотвфтетвенною точкою М поверхности 9. Значитъ, искомая каса- 
тельная плоскость перпендикулярна къ лини ОМ, что вполнф согласуется съ найден- 
нымъ раньше (8 14) результатомъ. 

$ 100. РЕшете двухъ предыдущихъ задачъ представляютъ замфчательное упро- 
щене, тЪено связанное съ однимъ общимъ для нихъ геометрическимъ обстоятельствомъ; 
это упрощене также имфетъ мЪсто вс вефхь задачахъ, заключающихся въ слЪдую- 
щей общей задачЪ: 

Задача Ш.— Точки поверхности » выводятся по нъкоторому произвольному, по 
вполить опредъленному, закону изз касательныхь плоскостей къ данной пюверхиоети 5; 
найти касательную плоскость в5 точить поверхности 2. 

Пусть х, у, 2 будуть координаты точки поверхности 5; уравнене плоскости, ка- 
сательной въ этой точкЪ, будетъ: 


и—#=(#— 2) 2 --(и— -9) 5 


Координаты х,, у,, 2, соотвЪтетвенной точки поверхности Х являются, по предполо- 
женю, заданными функщями отъ коэффищшентовъ этого уравнетя; сл$довательно, 
полатая 


Ш 
г 2; аи Ч’ 


ру Чу ч, 
будемъ имЪть: 


2, =, (р, 4, и), 

у: =. (р, а, и), 

2, =, (р, Д, и), 
откуда 


р, = ар -- Зе а а 


ау, = п ар--ч р аб ди, 


та | 4 
с ‘др @р а 4-4 та 


Но изъ уравнен1я: 
и—2—рх— 99 
выводимъ: 
и — 42 — 4х — аду — хар — уда, 
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Т.-е. (8 54) 
4: —= рах -- дау, 
Чи —= — тар — чад; 


слЪдовательно, 





— 14$: _ 244. \ 7 4%, _ У 
ат — м. — т) Фр -- Е: т в), 
__ [435 х4\ . о уа$5 
и 


__ [@$ 4$. о (С 
де ра) (а) 








Исключая изъ этихъ уравнен!й ар и 44, находимъ соотношевне вида: 
Аах, Вау, —- Саг, = 0, 


изъ котораго заключаемъ такъ же, какъ мы это сдфлали для уравнемй (5) въ зада- 
чахъ | и И, что нормаль къ поверхности » въ точкЪ =, у, 2, составляетъ съ осями 
углы, косинусы которыхъ пропоршюнальны 4, Б, С. 

Успхъ метода, какъ видимъ, зависитъ отъ того, что можно безъ новыхъ диф- 
ференцирован!Й составить соотношен1е первой степени между ах,, Чу, 4г,, потому что 
аи выражается въ функщи отъь ар и 44. Можно замфтить, что такъ какъ значення 
ах, ау., 42, содержатъ только @р и 44, то плоскость, касательная къ поверхности *%, бу- 
детъ та же, какъ и въ томъ случаЪ, еслибы плоскость, изъ которой выводятся точки 
этой поверхности, изм5няла бы свое направлеме, постоянно проходя черезъ одну и 
ту же точку 11; дЪйствительно, р и 4 суть угловые коэффищенты уравнен1я плоскости, 
а изм5невшя Ах, Чу, 4г координатъ точки касаня совершенно исчезли въ окончатель- 
номъ результатЪ. 

Этотъ результатъ согласуется съ тфмъ, что уже было сказано въ 8 14-мъ. 

$ 101. Когда точки поверхности выводятся изъ точекъ и касательныхъ плоско- 
стей въ этихъ точкахъ другой поверхности, то касательная плоскость въ какой-нибудь 
точк$ составленной такимъ образомъ поверхности не всегда можетъ быть выведена 
изъ заданныхъ точки и касательной въ ней плоскости къ первообразной поверхности. 
Впрочемъ, мы приведемъ два примфра, гдЪ это возможно. 

Задача 1\.—На нормаляхь кз данной поверхности 5 отз различных точекь атой 
поверхности отложена постоянная длина Г найти пормаль кз поверхности У, пред- 
чиавлляло ей сометримеское мъсто полученных. такимо 00р2а30.м5 почекъ. . 

Пусть 2х, у, # будуть координаты точки поверхности 5; а, 3, 1—углы, которые 
нормаль въ этой точк$ образуеть съ осями, и х,, у,, г. координаты конца длины &, 
отложенной на этой нормали; очевидно, что 


$, = -- Коза, 
у, = У-Е 6038, 
2, —=2-- 6087° 
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дифференцируя, находимъ: 


4х, —= ах —- 4еоза, 
ау, —= ду | 14с038, 
2, = 42 -Р 14с90$1. 


Умножая первое изъ этихъ уравнений на соза, второе на со$В, третье на с. $7 И склады- 
вая, получаемъ: 


со5а4х, —- созВау, —- со$142, = созаах —— созЗ4у -|-- соззаг-- 
-- Ксоза4сова | созЗасозВ -|- с0$7 4081). .’. (1) 
А такъ какъ 


605?а —- 0328 -Р 60521 = 1, 


что посл$ дифференцировавя даетъ: 
созасо5а —- созВасозВ -|- 3146081 = 0, 
и, кромЪ того, 
созаах —- созВау -- созтаг == 0, 


что вытекаеть изъ взаимной перпендикулярности направлен!й нормали и касательной 
во всякой точкЪ поверхности ©, то уравнеше (1) приметъ видъ: 


собаат, —- созВау, —- со$т142, = 0, 


откуда заключаемъ, что нормаль къ поверхности » въ точк$ х., у, 2, образуетъ съ 
осями углы, равные а, В, 1, и, сл$довательно, совпадаетъ съ нормалью въ соотвЪт- 
ственной точкЪ поверхности в. Это уже было доказано въ $8 14-мъ. 

Задача У.— Дана точка О и поверхность 5; соединяемь точку О 5 произвольното 
точкою М поверхности 5; через радзусв ОМ и нормаль. ММ кз поверхности въ точкь 
М ведемз плоскость; вв плоскости ОММ возставляемь вё точкь О перпендикулярь ОР 
кз радзусу ОМ, равный по длинъ этому радиусу. Найти плоскость, касательную кз 
поверхности, представляющей звометрическое мпето точекз Р. 

Перес$каемъ поверхность ° шаровою поверхностью радуса ОМ изъ центра 0; 
не трудно зам$тить, что заданный въ услови задачи радусъ ОР, на которомъ тре- 
буется отложить длину ОР—= ОМ, перпендикуляренъ къ плоскости, касающейся по 
производящей ОМ конуса, вершина котораго находится въ О и основанемъ котораго 
служить кривая перес$чения. 

Пусть х, у, 2 будутъ координаты точки М, а х,, у,, 2. координаты точки Р; въ 
силу взаимной перпендикулярности радлусовъ-векторовь ОМ и .ОР можемъ написать: 


2х, —- У, -- 22, = 0. (1) 
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КромЪ того, такь какь лимя ОР перпендикулярна къ производящей конуса, безко- 
нечно-близкой къ ОМ, то 


т. 4х -|- у. 4у- 2,42 = 0, (2) 


гдф 4х, у, аг обозначаютъ дифференщалы отъ х, у, 2, если оставаться на кривой 
пересБчен1я шара съ поверхностью 5. Если уравнене поверхности 5 есть 


2(х, у, 2) —0, 


то 4х, ау, 42 будутъ опредляться уравнеями: 


9 1. 49 4 7, 
хах -- уду -- 24г =0; ` (4) 
наконецъ, 
ду, Ра = НУ -- 2”. (5) 


Дифференцируя уравненая (1) и (5) и просоединяя къ нимъ уравнеше (3), пишемъ: 


— (хах, -- уау, -- 242.) = 5,4% -- у, Чу -- 2143, 
— @ № 11 №1. 
Та ЧТ а, (6) 
дах, у, ау, —— 2,42, = хах -- уду -—- гаг. 
Уравненя же (2), (3) и (4), будучи совмфетны, показываютъ, что опредълитель 
изъ коэффищентовъ при 4х, ау, 4г во вторыхъ частяхъ уравневй (6) равенъ нулю; 
иначе говоря, существуютъ такихъ три множителя, 1, п, т, что вторыя части, умно- 


женныя на этихъ множителей, даютъ сумму, тождественно равную нулю; значитъ, 
тоже относится и къ первымъ частямъ уравневйй, т.-е. 


(772. го 2) Ч -- (ту, "=. 9/) Чу - (т2, 2. 5) 42 — 0, (7) 


при чемъ м опред$ляется изъ уравневй: 
я-то п се. — 0, 


| 4ф 
а (8) 
. а 
2. | те п Е =, 
каждое изъ которыхъжесть слфдетые двухъ другихъ. 


Какъ и въ предыдущихъ задачахъ, мы увидимъ, что, по уравненшо (7), нормаль 
къ поверхности, служащей геометрическимъ м$стомъ точекъ т, у,, 2,, образуетъ съ 


96 


осями углы, коспнусы которыхъ пропорщональны т, — 1, ту, —9, 12, —=2. Такимъ 
образомъ, предложенная задача рёшена. Покажемъ, на сколько изящно можетъ быть 
истолкованъ этотъ результату. 


Разсмотримъ треугольникъ ОМК (черт. 91), составленный прямою ОлЛГ, нор- 


М' 





Черти. 21. 


малью 4/^А и лишею ОР. Такъ какъ сумма проекшй боковъ треугольника на оси ко- 
ординатъ равна нулю, то 


4$ 

















ОКх, ео а — ав хот 
ИР у (+ + (2 а (4 _ Ужфучи 
у 
до 
___ ОКУ, ны __ В у р. ОМ _ 
ИИ. ": -- 2,2 у 2.) (55) (5) 22 4? 22 
1 у1* 1 (5: — й, —- а. У У - 
4$ 
ОК?! А ры (2 ОМ 





4 


рава" та , Га, Га рее 
а И (5 + (7 ) Е: Из у = 
# 


отсюда видно, что мы, принимая во вниман!е равенство 2, у ?-- 2? = 22-Е у - 27 
удовлетворимъ уравненаямъ (8), выбравъ 


) 


ОИ. ре КТ те Е бы, 
О ку. 4\?; [4$ 
Ее 


Косинусы угловъ, образуемыхъ нормалью въ точк% Р съ осями, пропорцюнальны 


эн — — 


2ОМ--=0К, УОМ-УОК, 20М-гОК. 


Отлагая же на ОМ длину ОК’ = ОК и на продолжени ОР длину ОМ’ = ОМ, видимъ, 
что эти три выражен1я пропоршональны проекщямъ на оси лини КМ’, соединяющей 
полученныя Ттакимъ образомъ точки. СлЪдовательно эта линя № М' параллельна, иско- 
мой нормали, а изъ элементарной геометрли ясно, что она же въ плоскости МОР пер- 
пендикулярна къ МК. Точно такой же результать мы нашли въ $8 14-мъ. 
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$ 102. Приложимъ, наконецъ, теорю касательныхъ плоскостей къ опредлению 
закона, по которому перемфщается касательная плоскость къ линейчатой поверхности 
въ различныхъ точкахъ одной и той же прямолинейной производящей. 

Пусть 


(а) 4), | 
у—2 (а) Е@) у 


будуть уравненя производящей; при измЪнеши параметра х эта производящая зай- 
метъ въ простравствЪ рядъ положен, совокупность которыхъ даетъ разсматриваемую 
поверхность. Не изм$няя ни въ чемъ закона, который мы разыскиваемъ, предноло- 
жимъ, для упрощерня, что при какомъ-нибудь значени х, напр. я = 0, производящая 
совпадаетъ съ осью з3-овъ; для этого необходимо и достаточно, чтобы 


+(0)=0, %(0) =0, 
[(0) =0, К(0) =0. 


Поищемъ, какъ измфняются плоскости, касающиляся поверхности въ различныхъ точ- 
кахъ оси 2-овъ. Въ уравнеюмя этихъ плоскостей, какъ содержащихъ ось з-овъ, не 
войдетъ координата, параллельная этой оси, и нельзя будетъ воспользоваться фор- 
мулою: 


42 42 
о—а=(—#1) „(и — у) и, 


4 _ 43 Е 
потому что коэффищенты -. и пу Необходимо являются безконечно-огромными. По- 


этому слБдуетъ одн координаты замфнить другими, что возможно, такъ какъ отъ 
этого ничего существенно не измфнится; итакъ, возьмемъ формулу: 


‚а а 
иу=(— а -(@—2) Я. 


Уравневе не должно содержать буквы у, координаты, параллельной оси г-овъ; зна- 


а Е 
ЧИТ, с = 0. Посредетвомъ вычислен1я приходимъ къ тому же заключению. 
= а | | 

Чтобы ВЫЧИСЛИТЬ 5 дифференцируемъ уравневя (1), разематривая 2, какъ по- 
стоянную; находимъ: 


4 — [26 (а) + (а)] 4, 
4у — [2Р'() Е Е (а) 4, 
ду _ 2!) + Е) 


4х —  #4'(а) -- У(@) › 


при чемъ нужно считать я = 0. 


ДИФФЕРЕНЩАЛЬЦНОЕ ИСЧИСЛЕШЕ 13. 
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7 
Чтобы вычислить 2 и доказать, что она равна нулю, дифференцируемъ оба 
уравненя (1), разсматривая х, какъ постоянную; находимъ: 





0 — [29 (я) -- +(«а)] 4х -- ‹(а) аз, 
Чу — [2 (а) - Е“) ах -|- {(<) 2, 


а отсюда, по исключени аа, 


ау _ _ 9(а) [2/'(а) + Е'а)] (и) 
42 ва) -- (а) — —- 7 (2), 


что при « =0 обращается въ нуль весл$детые сдфланныхъ предположений: $(0) = 0, 
Въ такомъ случаЪ уравнене искомой касательной плоскости будетъ: 


ву — 7 Ю-ЕЕЮ). 


———————————щЦ—————_— 


29 (0) + 9(0)’ 
полагая 


740) =а, Е'(0) =, 
©'(0) =, 1(0)=п, 


видимъ, что уголъ 0, образуемый этою плоскостью съ плоскостью 7Х, выразится 
формулою: 


Если подставить вмфсто плоскости А новую плоскость, образующую съ Х 
уголъ Ф, то наклоненте къ этой новой плоскости выразится формулою: 


фапо0' — баг (6 ©. <) ЕВЕ (а2 - 6) — (2059 (1% -- п) 


(те -- т) -- (а 6) @пяо › 
и если уголъ Ф выбранъ такъ, что 


т —- жапеф = 0, 


| ‚__ (@—718$)2 ; ($ — п 4апво) 
(4185 — (% | 64ал5Ф) ' (п В {апр о)° 


Такимъ образомъ тангенсъ угла, образуемаго касательною плоскостью съ неподвиж- 
ною плоскостью, проведенною черезъ производящую, выражается функщею вида 


а2-—- Н, 


а если перенести начало координатъ въ точку оси 2-овъ, ордината которой по этой 
оси есть 


Н 
# я Е 


99 
то 2 нужно будеть замнить суммою : 2’ и выражене $050’ превратится просто въ 
(12. 


Итакъ, мы видимъ, что тангенсъ угла, составляемаго касательною плоскостью съ не- 
подвижною пропорщоналенъ разетоянио точки касатя до точки, надлежащимъ обра- 
зомъ выбранной на производящей. 

$ 103. Въ н$которыхъ случаяхъ постоянная (т.равна нулю и самая плоскость 
есть касательная во всзхъ точкахъ производящей. 

Поищемъ для этого необходимое услов1е и, притомъ, не только для отдфльной 
производящей, но для всБхъ производящихъ поверхности. 

Вернемся снова къ уравнемямъ: 


д — 25() —- (а), 
у — 2! (я) = Е(а), 


предетавляющимъ собою какую-угодно производящую. Чтобы касательная плоскость 


была касательною вдоль всей этой производящей, необходимо, чтобы оба дифферен- 


1 с 43 42 - | 
цальныхъ коэффищента, ар И о были функшями отъ одной только перемЪнной х 


(1) 


и сохраняли бы одно и то же значеше, пока не изм$няется а. . 
42 : 
Вычислимъ, напр.., р} ДЛЯ этого дифференцируемъ оба уравнения (1), разсматри- 


вая у, какъ постоянную. Находимъ: 


ах —= 42%(а) -- [20'(а) -- %(«)] аа, 
0 = 42 (а) - [=['(а) -- Е'(<)] аа, 


откуда, по исключеви 4, } 


ах — 29а та) ло 
{ (а) | 9Ё’(а) -- Е'(«) (а) 


Чтобы эта функщя завис$ла только отъ х и не зависЪла отъ 2, должно существовать 


равенство: 
ф (а) а $ (@). 
Ё'(а) Е'(а)’ 





[6 . | 
выражая, что у, не зависить отЪ 2, мы нашли бы то же самое услове, которое, сл$- 


довательно, и представляетъ собою разсматриваемое свойство. 
Это услоше получаеть замфчательное геометрическое истолковаше: оно показы- 
’ваетъ, что производящая, уравнетя которой 


(1) 


13* 
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перес$каетъ безконечно-близкую производящую, представляемую уравненями: 


—2%() | 2%'(а) аа —%(а) -- $ (а) ах, 
у=={[(а) - =Г(а) 44 Е(а) - Е (<) аа. } 


| 


(2) 


Мы не будемъ здфсь останавливаться на слфдетыяхъ изъ полученнаго резуль- 
тата и на томъ, какъ его нужно понимать: наша цфль въ настояший моментъ— дать 
приложене теори касательныхъ плоскостей къ одному весьма важному классу по- 
верхностей. 


ОТИБАЮЩТЯ КРИВЫЯ И ПОВЕРХНОСТИ 


$8 104. Когда въ уравнеюше кривой входитъ произвольный параметръ, то полу- 
чается безчисленное множество формъ и различныхъ положен!й этой кривой. Онбаю- 
щею кривою для такой подвижной кривой называется неподвижная лишя, къ которой 
подвижная кривая остается касательною во вефхъ своихъ положешяхъ. Подвижная 
кривая, къ которой огибающая постоянно касательна, получаетъ въ такомъ случаЪ 
назваШе озибаемой кривой. 

Не трудно усмотрЪть изъ чертежа, что огибающая представляетъ геометрическое 
место точекъ пересченя кажлой подвижной кривой съ безконечно ей близкою кривой. 

Въ самомъ д$лЪ, придавая перемфнному параметру посл$довательно весьма ма- 
лыя приращеня, мы получаемъ рядъ огибаемыхъ кривыхъ, точки перес$ченя кото- 
рыхъ съ соотв$тственно смежною каждой изъ нихъ кривою образуютъ вершины кри- 
волинейнаго многоугольника, каждая сторона котораго представить собою небольшую 
дугу одной изъ кривыхъ. ПредЪлъ этого многоугольника коснется, очевидно, веЗхъ 
разсматриваемыхъ нами кривыхъ и ‘пройдетъ чрезъ точки пересБчетя каждой изъ 
нихъ съ безконечно ей близкою кривою. 

Поэтому, чтобы найти уравневше огибающей кривой, предположимъ, что 


фе, у, а) =0 (1) 


есть уравнете огибаёмой подвижной кривой въ одномъ изъ ея положен; уравнение 
той же кривой въ безконечно-близкомъ положеши будетъ 


$(х, у, а--- аа) = 0. (2) 


Чтобы получить координаты точки огибающей, нужно рёшить совместно уравнея 
(1) и (2). Вычитая ихъ другъ изъ друга и для результатъь на 4а, мы получаемъ 
такое уравнете 


49(х, у, а) _ те 
ие 9—0, | (8) 


которымъ можемъ замфнить одно изъ двухъ предыдущихъ. Уравнеше же геометриче- 
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скато мфста полученныхъ такимъ образомъ точекъ касашя, т.-е. уравнене а 
огибающей, мы найдемъ, исключая а изъ уравнеюй (1) и (3). 

Итакъ, уравнете огибающей кривыхъ, выражаемыхъ уравненемъ %(х, у, а) =0, 
находится посредствомъ исключеня постоянной а изъ ихъ уравненя и его производ- 
ной, взятой по этой постоянной. 

$ 105. Можно доказать аналитически, что результатъ исключения & изъ уравней: 


9(х, у, 4) =0, (1) 
4$(5. у, а 
ф и Е (2) 


выразитъ собою кривую, касательную къ каждой изъ предположенныхъ огибаемыхъ 
кривыхъ. | 
Въ самомъ дфлф, допустимъ, что въ уравнени (1) а замБнено его значенемъ 
изъ уравненйя (2); исключен1е, такимъ образомъ, будеть сдфлано и получится урав- 
нен!е вида 
$(2, у, А) =0, (3) 
ГдБ 4 обозначаеть функщю оть хи у. Можно утверждать, что касательная къ кри- 
вой, выражаемой уравненемъ (3), въ каждой ея точкВ есть въ то же время касатель- 
ная къ огибаемой кривой, проходящей черезъ эту точку. Дйствительно. уОЕОЯ Коэф- 


фишентъ г для кривой (3), опредфляется ИЗЪ уравненя: 


4$ | а Чу | 4$ (ЧА, аА и = 0. 


ах Г ду ах ' ЧА \ах \ ды 


для кривой же, выражаемой уравнешемъ (1), въ которомъ количеству а придается чис- 
ленное значен]е, принимаемое величиною :4 въ разсматриваемой точкЪ, угловой коэффи- 
щентъ получится изъ уравненя: 


4$ | 4 ау _ 
ау Е, 


| 94 
которое вполнЪ совпадаетъ съ предыдущимъ всл$детые условя т — 0, справедливаго 


во воБхъ точкахъ огибающей кривой. 

$ 106. Когда въ уравнен1е поверхности входитъ произвольный параметръ, то эта ` 
поверхность можеть принять, вел детве изм$нев!й такого параметра, безчисленное мно- 
жество формъ и различныхъ положенй. Геометрическое мБето пересБчеюнй каждой по- 
верхности съ безконечно ей близкою поверхностью касается, по н®которой кривой, 
каждой изъ разсматриваемыхъ поверхностей и называется озибающею поверхностью 
относительно этихъ посл$днихъ, которыя въ такомъ случа получаютъ назваше 0%и- 
баемыхь поверхностей. 

Въ самомъ дфлЪ, приписывая произвольному параметру рядъ послЗдовательныхъ 
весьма малыхъ приращеюй, мы получимъ рядъ поверхностей, изъ которыхъ каждая 
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перес$четь предыдущую, и на каждой изъ нихъ будемъ имЪть по двЪ смежныхъ кри- 
выхъ, происшедшихъ отъь пересчев!й этой поверхности съ предыдущею и съ посл?т- 
дующею; между каждыми двумя такими кривыми содержится зона,— совокупность же 
этихъ зонъ дастъ въ предёлЪ поверхность, представляющуто геометрическое м$ето по- 
слЗдовательныхъ перес$зенй разсматриваемыхъ нами поверхностей, которыхъ она бу- 
деть касаться, всЪхъ безъ исключеюя, по нфкоторымъ кривымъ, такъ какъ такая 
поверхность служитъ предфломъ совокупности зонъ, взятыхъ соотв$тственно съ каж- 
ДОЙ ИЗЪ НИХЪ. 

8 107. Кривая пересЪчен1я двухъ безконечно-близкихъ поверхностей, соотвЪтетвую- 
щихъ значенямъ а и а-—- аа параметра «, выразится двумя уравнен1ями: 


(5, у, =, 4) = 0, (1) 
(т, У, =, а-- Ча, м 0, 


которыя можно замфнить точно такъ же, какъ и въ 8 104-мъ, системою: 


2(т, У, з, а) =0, 


@$(х, у, =, а) __ ьх 


Можно доказать аналитически, что поверхность, уравнеше которой получается 
посредствомъ исключевля а изъ уравнений (1) и (2), касательна ко всЪмъ разсматри- 
ваемымъ поверхностямъ. ДЪйствительно, допустимъ, что въ уравневи (1) « замЪнено 
его значен1емъ изъ (2); исключене, такимъ образомъ, будеть слЪлано и получится 
уравнене вида 


2(х, у, 2, А) = 0, (3) 


ГД 4 обозначаеть функшю отъ 2, у, 2. Можно утверждать, что въ каждой точкЪ эта 
поверхность имфетъ съ огибаемото поверхностью, проходящею черезъ эту точку, общую 


42 < 
касательную плоскость. Въ самомъ дЪфлЪ, оба коэффищента а И Зи у УРавнея каса- 


тельной плоскости опред$ляются, для кривой (3), изъ уравненй: 


ах | 4 |, @ [АА | аА а \ 
ах са» ах ГадА 7 а | =0, 


49 _ че) = 0 
ди Г а ау ' А мл, 


для той же изъ огибаемыхъ поверхностей, для которой постсянная равна численному 
значению 4 въ разематриваемой точк®, оба коэффищента касательной плоскости по- 
лучатся изъ уравнен!й: 


49 | 494 у 
4х Г 42 4х е 
ах ‚ 4$ а2 
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' | 
которыя вполнЪ согласуются съ предыдущими вслфдстые условя ГЕ 0, справед- 


ливаго во всЪхъ точкахъ огибающей поверхности. Значитъ, обЪ касательныя плоскости 
совпадалюотъ. 
$ 108. Можно также искать огибающую поверхностей, выражаемыхъ уравнешемъ: 


Е(х, 1), 2, а, 6) =0, 


дБ в и 6—двЪ произвольныя постоянныя. Чтобы получить уравнене такой огибаю- 
щей, нужно исключить а и 6 изъ трехь уравневйй: 


Е(т, 7, =, @, Ь) — 0, (1) 
(К ЧЕ 
д а (2) 


Результатъ исключеня представитъ собою поверхность, касающуюся каждой изъ раз- 
сматриваемыхъ поверхностей въ одной точкЪ, ч$мъ этотъ случай и будетъ отличаться 
отъ предыдущаго, гдЪ каждая огибаемая соприкасалась съ огибающею по кривой. Въ 
самомъ дЪлЪ, ясно, что при данныхъ значетяхъ 4+ и 6 уравненя (1) и (2) имфють 
опредБленное число р5шевнй, представляющихъ собото т$ точки, въ которыхъ поверх- 
ность, соотв$тствующая выбраннымъ значен!ямъ 4 и 6, соприкасается съ огибающею. 
Не трудно’ зам$тить, что въ каждой изъ такихъ точекъ об$ поверхности имфютъ 
общую касательнуто плоскость. 
ДЪйствительно, уравнене первой изъ нихъ есть 


Е(х, у, 2, а, 0) =0; (1) 


уравнен!е зке второй отличается тЪмъ, что а и 6 замфнены двумя функщями А и Б 
ОТЪ 2, 9, 2, представляющими собою значення а и б изъ уравнев!й (2). Чтобы вычи- 
слить коэффищенты уравневя плоскости, касательной къ поверхности (1), нужно вос- 
пользоваться уравненями: 


аЕ 42 __ 
а Че р 9, (3) 
ре 4 
ау Г ав а — ) 
таке же коэффишенты для плоскости, касательной къ поверхности 
Е(х, у, $, А, Б) = 0, 
мы получимъ изъ уравнен!й: 
Е | аа с аА 4, а ав а 
ах Га х(ы т @ + в (> в 42 а (4) 
ав ар 4 | а а ЕР 4) = 0 
у 1: 42 ау ' аА Че ау аВ\ ау ' @ 9/7“ 
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ЧЕ АЕ Че (Е 
ад — ав = ТО ды И Чу, 
выведенныя изъ уравневй (3), нич5мъ не отличаются отъ значемй, выведенныхъ изъ 


уравнений (4). 


А такъ какъ въ каждой точкЪ$ огибающей поверхности 


ПрРИЛОЖЕЕ!Е КЪ НВКОТОРЫМЪ ПРИМЪРАМЪ 


$ 109. Огибающая эллипсовъ, выражаемыхъ уравненемъ: 


2 2 
у 


о а 
рые 2 


г НН] , 


о . ан 
въ которомъ / — постоянная и а — произвольный параметръ. — Уравнеше =» = 0 здбсь 








будетъ: 
2 ЕР 
в а 
откуда 
хД 
у 
2 
213 
Е — а—= ау 


подставляя эти значеня въ данное уравнен!е, получаемъ для огибающей уравненге: 
2. 2 2 
я 1? — 1:3. 


$ 10. Огибающая прямой постоянной длины, скользящей по прямоугольнымъ осямъ. — 
Принимая данныя оси за оси координатъ, пишемъ уравнен!е подвижной прямой: 


т 
а Е у =, (1) 
ГДЪ а и 6 связаны равенствомъ: 
92-15 =. „г (2) 


Уравнене подвижной прямой заключаетъ здесь два перем$нныхъ параметра а и 6, 
между которыми, однако, существуеть извфетное соотношене; поэтому, можно раз- 
смотрфть 6, какъ данную функщю оть а, и примфнить обиЙ методъ. Дифференцируя 
уравневя (1) и (2) по а, находимъ: _ | 





хая ‚ 94 $ 
я Нм =0, (3) 


ада —- 64 — 0. | (4) 
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Нужно исключить 46 изъ этихъ уравнейй и затмъ приравнять нулю коэффищентъ 
при 44. Очевидно, мы придемъ къ тому же результату, если умножимъ первое изъ 
нихъ на неопредФленный множитель — ^, сложимъ его зат$мъ со вторымъ и при- 
равняемъ нулю коэффишенты при аа и 45. Такимъ образомъ находимъ: 


лх л 
а? — а, . —0. (5) 





Умножая эти уравнетя соотвЪфтетвенно на а и В и складывая, получаемъ: 


ое, 
откуда, на основани уравневий (1) и (3), 
л= И. (6) 
СлБдовательно, уравневйя (5) даютъ: 
ив НЕ (7) 
наконецъ, исключаемъ а и 6 изъ уравневй (2) и (7): 


2 2 А 
28-113 = 1. 


Полученное геометрическое м$ето того же характера, что и въ предыдущемъ при- 
мЪрЪ. Это можно было предвидфть, замфтивъ, что если прямая постоянной длины 
вписана въ прямой уголъ, то ея различныя точки описываютъ эллипеы, общее урз- 
внен!1е которыхъ разсмотр$но въ предыдущей задачЪ. ДЪйствительно, совокупность 
эллипсовъ ‘и совокупность прямыхъ покрываютъ въ такомъ случа одну и ту же 
часть плоскости и, значитъ, предфльныя точки для обфихъ группъ намфчаются одного 
и тою же огибающею. 
$ 11. Поверхность свфтовыхъ волнъ. — Данъ эллипсоидъ: 


а 


Черезъ центръ этой поверхности проведена произвольная плоскость Р, перес$кающая 
ее по эллипсу Ё; параллельно плоскости Р проведена вторая плоскость Р’ на раз- 
стоящи обратно-пропорщональномъ одной изъ осей эллипса Ё. Огибающая' поверхность 
плоскостей Р’ играетъ весьма ‘важную роль въ теори свЪта. Отыщемъ ея уравненге. 

06% оси эллипса, по которому эллипсоидъ пересБченъ плоскостью будуть кор- 
нями уравненя: 


а ЕЕ 3 Е Е 
=— а в я@а —= 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНШЕ 14 
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гдЪ [р т, п суть косинусы угловъ, составляемыхъ съ осями нормалью къ этой пло- 
Е 1 1 1 1 
скости *); такимъ образомъ, если положить = У, —=а, +=, ==, то ура- 


: : м — 
внен1е огибаемой плоскости, разстоян1е которой отъ начала равно >, будетъ 


[1 —- ту пг = 
при чемъ 


[2 9712 1-94° = 1, 


р 17? п? 


ЕЕ у Г у — ©? —0. 


Уравнете подвижной плоскости содержитъ здфсь четыре параметра р, эп, м, у, 
связанныхъ между собою двумя равенствами, а такой случай былъ уже разсмотрЪнъ 
выше (5 108). Итакъ, намъ нужно было бы исключить два изъ этихъ параметровъ и 
приравнять нулю производныя отъ уравненя подвижной плоскости, взятыя по осталь- 
нымъ параметрамъ, а это, очевидно, то же самое, что продифференцировать по четы- 
ремъ параметрамъ какъ перем$ннымъ и исключить два изъ четырехъ дифференцаа- 
ловъ, чтобы затБмъ въ окончательномъ уравненши приравнять нулю коэффищенты 
при двухъ остальныхъ. 


Дифференцируя уравнен!е подвижной плоскости и оба равенства, связываюная 
параметры, находимъ: 


хо —— уаз —- 2ап = 4%, (1) 
1 —— тат г = (2). 
4 тт Г ты 7? 
В ира э— в = уу [ее 8 — (2): р ст: — < р (2 — пр]. (3) 


Умноживъ первое изъ этихъ равенствъ на ), второе на и третье на — 1, скла- 
дываемъ ихъ и приравниваемъ нулю коэффишенты при 4 @т, ап и 4%: 


№ -- р = ао, (4) 
лу ып = = | (5) 
7 
АЛ2 —- ви — РЕЯ } (6) 
| ы о 
) = у |= @’2)? | рт Ро ыы. т | | (7) 


*) Мы выведемъ это уравневе въ теор! шахипа и шшива. Можпо соетавить его пепосред- 
ственно, замфчал, что въ эллиисонд® пронзведеше двухъ осей д1аметральнаго сфчен1а на перпевди- 
уляръ, опущенный на параллельную касательную плоскость, равво произведев!ю трехъ осей и что 
сумма квадратовъ величинъ, обратныхь тремъ взаимно-перпендикулярнымъ д!аметрамъ, постоянна 
п равпа сумм квадратовъ величинтъ, обратпыхъ осямт. 
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Умноживъ равенства’ (4), (5) и (6) на жити сложивъ, получаемъ: 
УЕ =0; (8) 


съ другой стороны, умноживъ тЪ же равенства на х, у, 2 и положивъ 2*-- у? —-2°==1”, 
найдемъ: 


| [5% 77% 72 
р НЕ я Ро, | (9) 


или, въ силу равенства (8), 





(7—5 *) = Ша” += я ва = (10) 


Перснеся въ равенствахь (4). (5) и (6) вторые члены во вторую часть, возвышаемъ 
ихъ въ квадратъь и складываемъ: 


И 7? 
2-2 — 1.2 И мы 
^^ а: (У? — ая № (у п 2)? | На (у? — (у? — 612)? ) 
отеюда, на основани равенствъ (7) и (8), 


х 


№? (7 — У) =, (11) 
= (12) 
Е м (2 = У2) 
и, слЪдовательно, 
1 


Подставляя значеня Х и в въ уравнеше (4), находимъ: 


д 1 1 
яя жи |, 


откуда 
2 бы У 
73 — 4 — а”; 
такъ же 
у == 0% 
р р, 
м 
р ааа, 


Полученныя уравнешя умножаемъ на х, у, 2 и складываемъ; тогда, на основания 
равенствъ (10) и (12), 


= 
7-2 Месье: 92 — 6? Н=—я ия я —= 1. 


14* 
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Это и есть уравнеше поверхности волны. Не сл$дуетъ забывать, что 7? представляетъ 
здЪеь 2 -- у’ -- 2”. 

$ 112. Развертывающияся поверхности. — Если плоскость движется по опредЪлен- 
ному закону и уравнете ея содержитъ только одинъ произвольный параметръ, оги- 
бающая различныхъ положенй этой плоскости называется развелтывеающеюся по- 
верхностиьо. 

Такъ какъ огибающая поверхность служитъ геометрическимъ м%етомъ послЪло- 
вательныхъ перес$ченй каждаго положеная огибаемой плоскости съ безконечно-близ- 
кимъ ему положешемъ, то развертывающаяся поверхность представить геометрическое 
мЪето ряда прямыхъ лиювй и, кромф того, каждая касательная плоскость касается 
по одной изъ этихъ прямолинейныхъ производящихъ. 


Если уравнеше подвижной плоскости есть 
= (а) у/(а)-- Е (а), 


то уравнене развертывающейся поверхности получится по исключени « изъ этого 
уравнен1я и уравненя: 


— 2% (а) -- У!" (а) - Е (а). 


$ 13. Каналообразныя поверхности. — Каналообразиою поверхностью называется 
отибающая различныхъ положений сферы постояннаго радгуса, центръ которой дви- 
жется по данной кривой. Такая поверхность представляеть геометрическое м%сто 
пересВченй лвухъ безконечно-близкихъ сферъ. 

Такъ какъ очевидно, что дв безконечно-близкя сферы перес$каются по боль- 
шому кругу, лежащему въ плоскости перпендикулярной къ лиши центровъ, то канало- 
образная поверхность можеть быть разсматриваема, какъ геометрическое мЪето раз- 
личныхъ положенйй круга постояннаго ражуса, плоскость котораго остается перпен- 
дикулярною къ кривой, описываемой его центромъ, Кром того, въ каждой точкЪ 
этого круга поверхность касательна къ одной и той же сферЪ и, слдовательно, всЪ 
нормали проходятъ черезъ одну п ту же точку — центръ круга. 

Уравнен!е подвижной сферы постояннаго радуса, содержащее произвольный 
параметръ, будеть вида: 


[2 — + (ар г [у— а) Р:Е#—Е(@)]р = В», 


и уравнен]е огибающей получитея по исключен1и х изъ этого уравненля и его про- 
изводной, взятой ПО 0: 


[5 —$(а)] (а) [у— $ (а)] 9 («) +[#—Е($] Е' (а) =0. 
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УПРАЖНЕНИЯ 


1. Геометрическое м$сто такихъ точекъ, что сумма квадратовъ длипъ нормалей, проведепныхъ 
изъ нихЪъ къ одпой или нЪеколькимъ даннымъ кривымъ, есть величина постоянная, иметь пормалью, 
въ каждой точк$, линио, направленную къ центру среднихъ разетоян1й оспован1Й всВхъ пормалей, 
опущевныхъ изъ этой точки па данпыя кривыя. 

2. Геометрическое м$сто такихъ точекъ, что сумма длипъ двухъ нормалей, проведенныхъ изъ 
нихъ къ одной и той же кривой или къ двумъ даннымъ кривымъ, есть величина постоянная, имет 
касательною биссектриесу угла между двумя нормалями. 

3. Геометрическое м.%сто такихъ точевъ, что соотношеше между длинами вормалей, опущенныхъ 
изь пихъ на одну или ифеколько дачнчхъ кривыхъ, представляетт. данную величину, иметь ту же 
самую касательную, какъ и геометрическое м$ето точекъ, для которыхъ существуеть такое же со- 
отношен1е между разстояв1ями до пеподвижныхь точекъ, служащихъ основашями нормалей, соот- 
вфтствующихъ разсматриваемой точкЪ. 

4. Въ треугольник, образуемомъ тремя дугами равнобочныхъ гниперболъ съ общимт, центромъ 
или тремя дугами параболъ съ общимъ фокусомъ, сумма угловъ равна двумъ прямымъ. 

5. Если уравневше $(15, у) = С при изм$невия постоянпой С даетъ рядъ параллельныхъ кри- 
ВЫХЪ, ТО 

ао \? 4$ а: 
(=) +(3°) — ($), 
‚ГДЪ Е(х) есть функция отъ $(5, 9). 

6. Если уравневе $(х, у, 2) = С при измЪневи постоянной С даетъ рядъ параллельныхъ по- 

верхностей, то 


ен +в) | 


ах ау = 


гд$ Е(Ф) есть фувкшя отъ 9(5, У, 2). 
7. Если поверхность, уравнен1е которой есть 


д | 2 т 23 
2 у 2 — а уе Пи 


перее$чь сферами и эллипсоидами, выражаемыхъ уравненями: 


РУ И= 
а бу ©? 2 =, 


то, каковы бы ни была постоянныя Ри В, кривыя пересфчен!я пересёкаютея подъ прямымъ 
угломъ. 

8. Найти огибающую плоскостей, проходящихъ черезъ данную точку и пересфкающихь двЪ 
данныхъ цлоскости по взаимно-перпендикулярнымъ прямымъ. 

9. Когда кругъ катится по прямой, огибающая одного изъ его дламетровъ есть циклоида. 

10. Когда какой-вибудь кругъ катится по другому кругу, огибающая одного изъ его даметровъ 
есть энициклонда. , 

11. Когда плоскость перемфщается такимъ образомъ, что сумма квадратовъ ея разетоян!й до 
пеподвижныхъ точекъ есть величина постоянная, то она огибаетъ эллиисондъ, центрь котораго сов- 
нпадаетъ съ центромъ среднихъ разстоян1й данныхъ точекъ. 


ГЛАВА ПЯТАЯ 


Дифференщалы н%5которыхъ функшй, заданныхъ геометрически 


ДифхФЕРЕНЦТАЛЪ ПЛОЩАДИ, ВЗЯТОЙ НА ПЛОСКОСТИ 


$ 114. Невозможно разсмотр$ть вс неявныя функщи. Мы видфли ($ 60), какъ 
дифференцируются функщи, получаюцщияся изъ р$шен1я данныхъ уравнен!й; въ этой 
глав мы остановимся только на площади данной кривой и на длинЪ дуги кривой. 

Разсмотримъ сначала площадь, заключенную между плоскою кривою, осью Х-овъ 
и двумя ординатами, изъ которыхъ одна— неподвижная, а другая — перемЪнная. 





О А РР 


Черт. 92. 


Такая площадь МАМР (черт. 22) есть неявная: функшя отъ х, дифференщалъ 
отъ которой мы и будемъ искать, предполагая, конечно, что кривая ММ задана ура- 
внешемъ. уе 

Еели приписать х безконечно-малое приращеше (4х, представленное на чертежЪ 
отр$зкомъ РР’, то разсматриваемая площадь возрастетъь на криволейную трапе- 
цю МРМ’Р’, которую можно замфнить прямоугольникомь МКРР’', такъ какъ при 
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этомъ отбрасывается безконечно-малый треугольникъ второго порядка (АЛГ. Называя 
ординату Л/Р черезъ у, можемъ написать: 


МКРЬР" = уах. 


Значитъ, искомый дифференщалъ есть ух, а производная оть площади, взятая по г, 
сеть у. 

$ 115. Предыдуций результатъ даетъ непосредственное доказательство слфдующей 
важной теоремы: 

Беда пайдотся такая фунпкшя, производиая оть которой равна данной 
фуикиаи Ф (т). 

Въ самомъ ДЁлЪ, чтобы отыскать такую функщшю, достаточно раземотрЪть 
кривую, уравнен1е которой въ прямоугольныхъ координатахъ есть 


у=$(2); - 


площадь, заключенная между неподвижною ординатою и ординатою, соотвЪтетвую- 
щею абсциес$ х, есть опредЗленная функщшя, производная отъ которой, по преды- 
дущей теоремЪ, равна © (5). 

$ 116. Раземотримъ, во-вторыхъ, плоскую кривую, отнесенную къ полярнымъ 
координатамъ, и отыщемъ диффергншалъ площади, заключенной между этою кри- 
‚воЮ (черт. 23), неподвижнымъ ражусомъ-векторомъ ОА и радусомъ ОЛЬ соотв®т- 
оствующимъ углу о. 





Черт. 33. 


Бели прицисать углу ® безконечно-малое приращете МОМ’, обозначаемое по- 
средствомъ 4, то площадь возрастетъ на секторъ 4/0М'; изъ точки О, какъ центра, 
описываемъ радусомъ ОМ дугу круга ЛП и замФняемъь ОЛМЛГ секторомъ ОМР, 


пренебрегая безконечно-малымъ треугольникомъ второго порядка У/М'Р. Секторъ ОМР 
К : 
равенъ > что и будетъ дифференщаломъ разсматриваемой площади; производная же 
2 
отъ этой площади, взятая по ® есть >. 
$ 117. Иногда требуется выразить предыдупий дифференщалъ въ прямолиней- 


ныхъ координатахъ, что не трудно вывести изъ ТОЛЬКо-ЧТО полученнаго результата. 
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Въ самомъ дДФлЪ, принимая за начало новыхъ координатъ полюсъ О и за 


ось А\-овъ полярную ось, на основани извЪстныхь формулъ перехода можемъ на- 
писать: 


(апво => } « = агсфапя =; 


отеюда 


хау — уах 
о атруя › 


и, на основана равенства 4? -—- 1 = р’, 
2% — жау — уах: 
`` 

такимъ образомъ, дифференталь площади ДОЛ есть 


__ Хау — уах 
Я.А Е ага 


Эта формула можетъ дать для 1.4 отрицательную ин для этого достаточно, 
чтобы 


ху — у: < 0, 
т.-е. чтобы, при положительныхъ хи ах, 


9 9 
о 


а это значитъ, что параллель черезъ точку О для касательной въ точк® М, напра- 
вленной въ сторону увеличен1я х, проходить подъ радусомъ-векторомъ ОМ и, слЪдо- 
вательно, уголь « уменьшается, въ то время какъ рамусъ ОМ ВращаОтС вокругъ 
точки О при своемъ переход въ положене ОМ”. 

Итакъ, выражене х4у — у4х, какъ и слфдовало ожидать, отрицательно въ томъ же 
смысл, какъ и равносильное ему выражене са. 


. 


ДифФЕРЕНЦ1АЛЪ ДУГИ КРИВОЙ 


8 18. Непосредственное сравнене дуги кривой съ прямою ливней, принятой за 
единицу, невозможно,—необходимо опредЪлете. Вводимъ сл6дующее опредФлен!е: длина, 
дуги кривой есть предфлъ, къ которому приближается периметръ вписаннаго много- 
угольника, когда его стороны безпред$льно уменьшаются. Было доказано (8 18), что 
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такое опредфлеше вполнф законно и что безконечно-малая дуга отличается (8 19) отъ 
своей хорды на безконечно-малую третьяго порядка. 

Пусть АМ есть дуга плоской кривой, отнесенной къ прямоутольнымъ коорди- 
натамъь ОХ и ОУ. Если при неподвижномъ конц А абецисеа конца М1 получить 
безконечно-малое приращете, обозначаемое Ах, то дуга приметъ безконечно-малое 


приращене 1/1. Это послднее можетъ быть замЪнено ($ 19) его хордою, отличаю- 
щеюся на безконечно-малую третьяго порядка и равною 


И Ал? -- Лу? 1 Аг. 


Отеюда заклточаемъ, что отношене этой хорды къ Ах равно 


У 1+ (+). 


а предлъ этого отношетя, т.-е. производная отъ дуги, есть 


И) аг \? 
И :+(#)+( т 4) ее =} - 
Дифференщалъ дуги $ выразится произведетемъ этой производной на 4х, т.-е. 


т 4 - 42°. 





Если заданная кривая есть плоская, то относя ее къ двумъ координатнымъ 
осямъ въ ея плоскости, очевидно, найдемъ: 


4$ = 4х? -|- ау?. 


8 119. Приложимъ предыдущую формулу къ дуг циклоиды. Принимая за начало 
координатъ вершину, а за ось Х-овъ касательную къ кривой, мы нашли ($ 83): 


ау у 
ах _ 2а— у?’ 


откуда 


9& — > 
$2 — 4172 —- ау? — у? и] — Рау 
у у 
ий = 
Замфчая, Что (у у ы есть дифференщаль отъ @ У?ау ‚ ВЫВОДИМЪ, Что разность 


$—9У9ау представитъ собою постоянную, такъ какъ ея дифференщалъ равенъ вулю. 
Отечитывая дугу $ отъ вершины циклойды, видимъ, что оба члена равности обра- 


4 ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ ИОЧИСЛЕШЕ 15 
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шаются одновременно въ нуль при у=0; сл$довательно, эта постоянная равна 
нулю и 


Ё$=2у2ау. 


Не трудно признать тождественность этого результата съ найденнымъ въ 8 20-мъ. 
$ 120. Разсмотримъ теперь плоскую кривую .44Г (черт. 24), отнесенную къ по- 
лярнымъ координатамъ. Если конецъ 4 остается неподвижнымъ, а ри ® обозначаютъ 





Черти. 24. 


координаты конца М, то дуга 5 есть функшя отъ ®, дифференщалъ которой мы и 
будемъ отыскиваль. 

Придаемъ ® приращен!е Ао, представленное на чертеж угломъ ЛМОЛГ; тогда 
соотв тственное приращене дуги будетъ 1/М’. Предполагая Ах безконечно-малымъ, 
мы можемъ дуду ЛГ замЪнить ея хордою, отличающеюся отъ нея на безконечно- 
малую третьяго порядка. Опуская изъ точки М перпендикуляръ МР на радусъ- 
векторъ ОМ’, находимъ: 


ИМ" = МР’-- МР. 


Описываемъ изъ начала 0, какъ центра, радусомъ ОМ дугу круга МР’, заключаю- 
щуюся между радусами-векторами ОМ и ОМ’; тогда, пренебрегая вездЪ безконечно- 
малыми порядка выше перваго, мы можемъ замфнить Л.Р отр$зкомъ Ги МР 
дугою МР’. ДЪйствительно, ошибка въ первой подстановкЪ равна РР’, т,-е. разности 
между длиною О.М и ея проэкщшей на направлене, образующее съ нею безконечно- 
малый уголъ; подстановка же дуги МР’ на м$ето прямой МР равносильна замфнЪ 
безконечно-малаго синуса соотвЪтственною дугою. 
Очевидно, имфемъ: 


ИМР' = Аь, 
МР' = рдо. 
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СлЪдовательно, пренебрегая безконечно-малыми порядка выше второго, можемъ на- 
писать: 


ММ" = Ар? —— о?Ао. 


1 


Отетода заклточаемъ, что предфлъ отношеня > › ИЛи, что одно и то же, производ- 


ная отъ дуги $ равна 


8 1/ 20 2 са 
фо — (3=) Гр" 
откуда 


4$ = У 46? -- р?4®?, 
(45? — 40° —|- ра. 


Было найдено, что въ прямолинейныхь координатахъ 
45? — ах? -- 4у?, 
въ полярныхь же координатахъ 
45* — @р? —- р?а®. 


Эти выраженя равносильны и не трудно перейти отъ одного къ другому. Въ самомъ 
ДЪЛЪ, 


2 — 0605%, / —= Оо, 
откуда 


47; — сор — ра, 
ау —= зтоар -- реозейо; 


возвышая въ квадратъь 065 части двухъ послёднихъ уравнен!й и складывая ихьъ, 
находимъ: 


457 —- 4? — 4р* -- р?а®?. 


$ 121. Точки въ пространствз иногда опредфляютъ при помощи координать, 
аналогичныхь полярнымъ: если ОХ, ОУ, 0 три прямоугольныхъ оси, то точка М 
задается ея разстоятемъ р до начала, угломъ 0, который составляетъ этотъ радуеъ- 
векторъ съ осью &-овъ, и угломъ $ между плоскостью Х и плоскостью, проходящею 
черезъ ось 6-овъ и ращусъ р. 


15* 
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Чтобы выразить дифференщалъ дуги кривой, отнесенной къ такой системЪ 
координатъ, разсмотримъ, во-первыхъ, кривую на поверхности сферы радуса, р. Точки 
этой кривой опредфлится координатами 090 и $. Точки на сферЪ, соотвзтетвуюция 
одному и тому же значеню у, расположатся по большому кругу, лежащему въ пло- 
скости, проходящей черезъ ось й-овъ и составляющей съ плоскостью 2А. уголъ %; 
точки, соотвфтетвуюпия одному и тому же значенио 60, расположатся по малому 
кругу, представляющему пересБчене сферы съ конусомъ вращешя около оси #-овъ 
подъ угломъ 0: ращусъ этого малаго круга, очевидно, равенъ ряп0. Точка, опредз- 
ляемая на сфер$ координатами 9 и %, будетъь пересБченемъ двухъ раземотр$нныхъ 
круговъ, первый изъ которыхъ можно принять за меридань сферической поверхности, 
а второй за параллель. 

Четыре круга, соотв$тствуюцие двумъ безконечно-близкимъ точкамъ, ии5ющимъ 
координаты 9 и % для одной изъ нихъ и 0—- 40 и ‹-—- 4 для другой, образуютъ 
безконечно-малый прямоугольникъ, въ которомъ датональ выразитъ разстоян!е между 
этими двумя точками и можеть быть разсмотрЪна, какъ гипотенуза прямоугольнаго 
треугольника. Такъ какъ двЪ остальныя стороны пПосл$дняго представляютъ безко- 
нечно-малыя круговыя дуги, то его можно принять за прямолинейный. Одинъ изъ 
катетовъ этого треугольника есть дуга круга радуса о и соотв$тствуетъ углу 40, — 
значитъ, онъ равенъ р49; другой есть дуга круга радуса рзшб@ и соотвЪтетвуеть 
углу %,— значить, онъ равенъ озшвау. Отсюда заключаемъ, что разстояше 4$ между 
двумя разсматриваемыми точками выразится формулою: 


452 — 346? | разш? вая. 


Разсмотримъ теперь какую-нибудь кривую въ пространств. Каждая точка этой 
кривой опред$ляется тремя координатами р, 8 и %. Величина первой изъ нихъ р даетъ 
сферу, на которой находится точка; величина второй 9 даетъ конусъ, на которомъ 
также находится разсматриваемая точка; наконецъ, величина третьей изъ нихъ % 
даеть плоскость, перес$чен1е которой со сферой и конусомъ и опредФляетъ оконча- 
тельно точку. Эти три поверхности, сфера, конусъ и плоскость, пересЁкалотся по- 
парно подъ прямыми углами; поэтому, шесть поверхностей, опред5ляющихъ двЪ без- 
конечно-близкя точки, составятъ прямоугольный безконечно-малый параллелепипедь, 
дагональ котораго выразить разстоян1е между такими точками. Слфдовательно, квад- 
ратъ посл$дняго, 45°, есть сумма квадратовъ трехъ реберъ параллелепипеда, т.-е. 


_ 48? — ар? —- р240? —- рзт2 0447. 
$ 122. Предыдущая формула можетъ быть выведена изъ уравнешя: 
45? — 42? —- ду? — 42. 
Въ самомъ ДЪлЪ, такъ какъ 


2 —=рс050, 1—р8106084, у — раб ятф, 
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то 


42 — — рз1 049 —- созбар, 
4х — 2605040 с08% — ря 0 за —- $110 созФр, 
у — ре0$040 т | рт 0 с 08% + зп 0 1 4; 


У 


возводя эти равенства въ квадратъ и складывая, находимъ: 


а? | ду -Ё 42? = ар? -— р?а6? | раззатбаая. 


ДИФФЕРЕНЦТАЛЪ ДУГИ КРИВОЙ ВЪ КРИВОЛИНЕЙНЫХЪ КООРДИНАТАХЪ 


$ 123. Самая общая система координатъ для опредБлевя точекъ въ пространствЪ 
получается отъ перес$чен1я трехъ данныхъ поверхностей какого-угодно вида; каждая 
изъ нихь находится черезъ приписыван!е параметру, входящему въ ея уравнене, 
нЪфкотораго значешя. Предположимъ, что уравнен1я этихъ трехъ поверхностей р5шены 
относительно перем$нныхъ параметровъ и приняли сл5дуюцщий видъ: 


& —=ф (5, у 2), 
В = $ (2, 9, 2), 
= (2, У, 2). 


Придать х нфкоторое значене значитъ указать поверхность, на которой находится 
разсматриваемая точка; если придать заразъ х и В н$8которыя значетя, то точка 
расположится уже на двухъ данныхъ поверхностяхъ, т.-е. расположится на кривой 
‘ихъ пересЪчен!я; окончательное положене точки опред$лится пересфчетемъ этой 
кривой съ поверхностью, соотвЪтствующею значеню, выбранному для 1. 

Не трудно вычислить разстояме между двумя безконечно-близкими точками, 
координаты которыхъ суть о, В, 1, а-|- Ча, В-— 43, 1-41. Въ самомъ дфлЪ, называя 
черезъ 45 это разстоявне, можемъ написать: 


45" — 47° —- 4" — 42”. 


А такъ какъ 1, 9, 2 могутъ быть приняты за три функши отъ а, В, 1 и, слФдова- 
тельно, можно написать равенства: 


ар а 
а 
ивы. и 


ав = а 48 тат, 
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то выражен для 45? будетъ вида: 


У 
—к 


5. 





— Ааа? -|- Ва -- Са? -- Раза - Еазах — Гавау. 


5 124. Если поверхности, заданныя уравнен!ями, пересфкаются подъ прямыми 
углами при всевозможныхъ значеняхъ а, В, у, то коэффишенты Ш), /, Е въ преды- 
дущей формул исчезаютъ и выражене для 45 приводится къ виду: 


(152 Е Ааа“ — Бав* —- (4-2. 


ДЪйствительно, при такомъ допущени шесть поверхностей, соотвЪтствующихъ зна- 
ченямъ а, В, 1, а аа, В-- 4, 1--4у координатъ, составятъ прямоугольный парал- 
лелепипедъ, квадратъ длагонали котораго (152 будетъ равенъ суммЪ$  квадратов'ь 
трехъ его реберъ; замБчая же, что ребра обратятся въ соотвфтственныя значевя 4$ 
при 948 =0, 41=0, затЪмъ при 4 =0, 4{==0 и, наконецъ, при 4“ =0, 48 =0, мы 
найдемъ ихъ длины изъ общаго выражения для 45? въ сл5дующемъ видф: 


4%УА, аВУВ, а: УС. 


Отсюда выводимъ, что 
45? — Ааа? — ВаВ? -—- (4-2, 


и, значить, 0), В, К равны нулю. 

$ 125. Равнымъ образомъ, разсматривая прямоугольный безконечно-малый па- 
раллелепипедъ, мы можемъ получить простое выражене для коэффишентолъ 4, В, С; 
такъ, напр., 44а” есть квадратъ разстоятя между безконечно-близкими точками, со- 
отв5тствующими координатамъ а, В, 1, х-—- аа, В, т. Назовемъ это разстояне черезъ =; 
его проэкщи на оси координатъ соотв$тственно равны произведенямъ = на косинусы 
угловъ, образуемыхъ его направленемъ съ осями; такъ какъ послЪлнее совпадаетъ с’ь 
направлентемъ нормали къ поверхности, уравнее которой есть 


х— $ (2, У, 2), 


то веБ три проэкщши выразятся сл6дующимъ образомъ: 











ах = "а —- . Чу == ви ыы 
у (=) +(%) + и (=) ++ (#) 
[и 
42 — _8 
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и, слБдовательно, уравнение: 


__ @& да Фа 
о На ЕТ ЗЕ 42 


перейдетъ въ 


&=У (&}+(%7+(%). 
откуда 


че Да? 
>" аа \2 Ча \2 да\? ` 
(=) + (%) + (>) 


Черезъ =? было обозначено произведеше 444? — значить, 


ТОЧНО такъ же 


и выражеше для 45? будетъ: 





да? 48 
(15? — —- 


7 аа\2, /аа\*, /4а \? а осы 
НЕ 
ее. | 
(а) (%) + (=) 


8 126. Для изученя точекъ поверхности можно ее принять за одну изъ коорди- ` 
натныхъ поверхностей, какъ соотв$тствующую данному значению одного изъ трехъ 
параметровъ, напр., 1. Въ предыдущемъ выражени нужно тогда положить 4у =0, и 
квадратъ разстояня между двумя безконечно-близкими точками приметъ видъ: 


458 — Ада? Вав?, 


гДБ « и В суть параметры двухъ системъ кривыхъ, перес$кающихся подъ прямымъ 
угломъ на данной поверхности. 
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$ 127. Предыдущая формулы даютъ, какъ частный случай, формулу 8 121-го 
для разстоян1я между двумя безконечно-близкими точками въ полярныхъ координа. 
тахъ, задаваемыхъ уравненями: 


2=0р60$0, х— рт 6608%Ф, у — ош 0 т, 


или, что одно и то же, уравненями: 
а" | Уз + у’ у 
=== У; Р-Р, 0 — агебапе д т агофале-— 


ЭдЪеь р, 6 и $ суть три параметра, обозначенные въ общей формулЪ буквами 
я, В, 1; Подставляя въ послёднюю эти параметры, находимъ полученный въ $ 122-мъ 
результатъ: 


452 — 40? | р? 49? | р2512 0442. 


Для разстоян1я между двумя безконечно-близкими точками на одной и той же сферЪ 
радгуса р слБдуеть въ предыдущей формулЪ положить @р = 0; тогда 


452 — р? (40° —- зп" 044”), 


что вполн$ совпадаетъ съ найденнымъ уже результатомъ. 

$ 128. ПослЪ полярной системы координатъ наиболЪе употребительная изъ криво- 
линейныхъ та, въ которой каждая точка опредфляется перес$ченемъ трехъ однофо- 
кусныхъ поверхностей второй степени. 

Пусть точка опред$ляется значемями въ этой же точкВ трехъ корней слЪдую- 
щаго уравнеюмя относительно \: 


22 ВР 28. 
т т, к т. Е, (1) 


гл би с данныя величины. 

Для каждой точки пространства три корня этого уравнен1я— вещественны. Чтобы 
убЪдиться въ этомъ, напр. при 65? < <, достаточно сдфлать посл$довательно |7 = --е, 
и? — 6? — в, в? =? Ра, 2 =? — в, 7 = --е, ГД в — безконечно-мало и положи- 
тельно. Первая часть уравнетя приметъ слёдующйе знаки: 


Вр а им и 
(ы’ —=6*—е. == 
Е... 
бы Са. ‚. — 
2 — 02-е. ...- 
АИ —1 
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и такь какъ она не обращается въ безконечность для значешй и, лежащихъь между 
значенями каждой изъ выписанныхъ пар’ь, то она необходимо обратится въ нуль ВЪ 
каждомь изъ этихъ промежутковъ, и, сл$довательно, уравнете будетъ имЪть три корня: 
одинъ между 0 и 60°, другой между 1? и ©, третй между с? и -- со. При первомъ 
корн$ поверхность, выражаемая уравнешемтъ (1), представить двуполый геперболоидъ, 
при второмъ корн$—однополый гиперболоидъ и при третьемъ—эллипсоидъ. Называя 
корни черезъ в, у, р и предполагая и? >> у? >> 0*, получаемъ для вефхъ трехъ поверх- 
‘ностей уравненля: 








д 4? оф 

ее и? — 12 Г а 

‚2 м > 

еб ыы (2) 
Е 

$7 9/? 2” 

| 

р ГРУ а 


Не трудно замфтить, что он перес$каются подъ прямымъ угломъ. 
$ 129. Разсматривая, какъ координаты точки, соотвфтственныя для нея зна- 
чешя и, у, о, мы получимъ для разстояюя между двумя безконечно-близкими точками 


зам5чательное выражене. Начнемъ съ р5шеня трехъ уравнений (2). Для этого разла- 
гаемъ на простЪйпия дроби выражен!е: 


— 6*) (52) (А — >) 
А-а 


По извЪфстному методу изъ элементарной алгебры эта дробь будетъ равна 


ОЕ АЕ ОН 
Л х — 6" А — с? 
ГД 
521.22 „8 —])> а И о 9 9 ЗЕ. 4% 
др, уволены, р 








вн 9 — р т ао 


Поэтому, если 


то для ^ будутъ три значешя, ^ =’, ==, ^ =? и формулы (1) дадуть ж, у, : 
въ функщи отъ трехъ соотвЪтетвенныхъ имъ параметровъ. Беря логариемы отъ обЪъихъ 
частей формулъ (1) и дифференцируя ихъ, находимъ: 





4х == - хар_ —- = -- т 


у 6 У 

„ — 904% | 94 |, ума 
(0) нЕ 8 — 6 -- ы2 р: -- а; 
42 = ара =ь. _Яеаь | 2 _ 





ДИФФБРЕНЦЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 16 
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отсюда, послЪ нЪфкоторыхъ упрощевйй, 





ааа а рее 
РТО ет о 


2 ПЕР) 


ыы (у (2 — 67) (“— с?) 


При 4 =0, т.-е. когда обЪ безконечно-близкюя точки лежать на эллипсоил%, 
уравнен1е котораго р = с01${., посл$дняя формула перейдетъ въ слБдующую: 


и | (7—1) 4 а 
О И ТОТИ 


$ 130. На каждой поверхности и для каждой системы перемфнныхъ соотвЪт- 
ствуеть своя особая форма выражения 45°. Изучене этихъ формъ, какъ увидимъ 
ниже, очень важно для теори поверхностей; зд$сь мы ограничимся поверхностями 
вращенля. 

Поверхности вращеная.—Беря за координаты точекъ поверхности вращеня длину с, 
отсчитанную по меридану отъ неподвижной параллели до разсматриваемой точки, и 
уголь « между неподвижнымъ меридланомъ и мериланомъ точки, замЪчаемъ непосред- 
ственно, что выражене для 45? будетъ вида: 


43? — фо -- Ф (с) 4. 


Въ самомъ дфлЪ, пусть Л и ЛГ (черт. 95) двЪ безконечно-близмя точки; А/М, 


Я 
д7 5 
АЗ 





А 
Ы Г 


Черт. 35. 


А’ — соотвфтственные имъ мериданы; 4АМ=о, А'М' = - 4<. Изъ треугольника 
ММ'Р можемъ написать: 


ММ" =МР'-- МР’; 


такъ какь МР” равно 45*, а дуга М’Р соотвЪтствуеть углу 4® между меридланами 
и описана радлусомъ параллели, зависящей отъ с по закону, измёняющемуся вмстЪ 
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съ природот поверхности, то р для квадрата дуги будетъ имфть какъ разъ 
вышеприведенный видъ: 


(15? — 45° —- Ф (6) 4’. 


8 131. ТГолько-что выведенныя обиая формулы встр$чаются особенно въ общей 
теори географическихъ картъ. Если предположить, что земная поверхность (какова, бы 
ни была при этомъ ея форма) пересБчена двумя рядами взаимно-перпендикулярныхъ 
кривыхъ, которымъ мы дадимъ назваше мерилановъ и параллелей, и притомъ та- 
кихъ, что чрезъ каждую точку поверхности проходить кривая каждаго вида, опредЪ- 
ляемая параметромъ х для мерилановъ (долготою} и параметромъ В для параллелей 
(широтою), то чтобы нанести на плоскости рядъ точекъ, расположенныхъ на земной 
поверхности, нужно установить зависимость между координатами 5х,у точекъ на пло- 
скости и значенями «,В параметровъ, относящихся къ соотв$тственнымъ точкамъ 
поверхности. Если разстоян!е между двумя безконечно-близкими точками на земной 
поверхности задано формулою: 


45? — Ааа? -- ВаВ?, 


то разстояне между соотв5тственными точками на картф выразится слфдующимъ 
образомъ: 


452 — 41? —- 4у?, 


р .  @8 хм 
и карта была бы совершенното, еслибы отношете т. было постоянно. Еъ неечастио, 


такое услове было бы возможно только въ томъ случаф, еслибы земная поверхность 
принадлежала къ классу такъ называемыхъ развертывающихся поверхностей, чего въ 
дЪйствительности нЪтъ. 


а 
Если отношене дог» Не будучи постояннымъ, сохраняетъ свою величину во 


всЪхъ направлетяхъ вокругъь одной и той же точки, то малыя части поверхности не 
будуть искажены, и карта для страны небольшого протяжевя должна считаться 
удовлетворительной. Мы еще вернемся къ этой важной теори и докажемъ, что всегда, 
существуетъ безконечное множество системъ, выполняющихъ это услове. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Даны на плоскости двЪ камя-нибудь кривыя и точки этнхъ кривых, въ которыхъ каса- 
тельныя параллельны, соединены прямыми ливями; для полученныхъ такимъ образомъ длинъ про- 
ведены равныя п параллельныя прямыя черезъ нЪкоторую неподвижную точку. Доказать, что дуга 
вривой, служащей геометрическимъ мфетомъ концовъ послфднихь прямыхь, есть сумма или раз- 
НУ В дугъ давныхъ кривыхъ, 


16* 
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2. На лемнискат$, уравнене которой (/` = а*с0$2®, даны двЪ точки Ри 0, соотв тетвуюцщая 
такимъ значешямъ, ®' И ®", угла ®, что 


ИУ? 


с08 ®'60$®" — то 


доказать, что дуга, заключенная между точкою Ри полюсомъ, равна дуг, отдфллющей точку О 
отъ вершины, соотвфтетвующей ох — 0. 

3. На парабол$, уравпеве которой Зу==2*, взяты три дуги, отечитавныя всЪ отт верииы: 
абсциссами пхъ концовнъ служатъь три корня уравненя: 





Х'—вХ+ (4 1) х-а=0; 


доказать, что алгебраическая сумуа дугЪ равна сумм$ абециестъ ихъ концовъ, т.-е. а. 

4. Если считать соотвьтетвенными тавля точки на кривой, выражаемой уравнентемъ уз —= 7 а?х, 
произведевле абециееъ воторыхъ равно а’, то разность между какою-угодно дугою и дугою, ей со- 
отв5тствующею, равва избытку разности касательныхъ въ концахъ первой дуги надъ разностью 
касательныхъ вь концахъ второй. при чемъ касательныя берутся между точкою касашя н точкою 
ихъ нересфёчен1я съ осью Х-овъ. 

5. Прямая движется, оставаясь параллельной основан1ю цилиндра вращен1я, къ которому 
она постоянно касательна, при чемъ точка касавмя онисываетъ данную винтовую лин1ю. Найтн 
уравнен1е поверхности, которую опнсываетъ эта прямая, и доказать, что существуетъ такой гипер- 
болопдъ вращен!я, что всякая взятая на немъ кривая будетъ равна, по длинЪ соотвЪтетвенной кри- 
вой на искомой поверхности, при чемъ сл$дуеть руководиться надлежащимъ закономъ соотвЪтетвая 
между производящими и точками обЪихъ поверхвостей. | 
| 6. Если представить ве точки линейчатой поверхности нпосредствомъ двухъ перемфниныхъ 
ии 0, изъ вкоторыхъ одна была бы постоянною на производящей, а другая равнялась бы разетоя- 
н1ю, отсчитанному на производящей между разсматриваемою точкою и неподвижною кривою, пер- 


нендикулярною ко всБмъ производящимъ, то разстоян1е между двумя безконечно-близкими точками 
поверхности выразится уравневлемъ вида: 


- 482? — 4-Е $ (9, и) ам”, 


ТДЪ © (4, и) есть многочлевъ второй степени относительно перем$вной +. 


"-.—— = = мы 


ГЛАВА ШЕСТАЯ 


Производныя и дифференшалы порядка выше перваго 


ОПРЕДЬЛЕН1Е ПРОИЗВОДНЫХЪ ВЫСШАГО ПОРЯДКА 


8 132. Методы, изложенные въ предыдущихъ главахъ, даютъ возможноеть соста- 
вить производную какой-угодно данной функши отъ перем нной х. Эта производная 
ость функщя отьъ той же перемЪнной, и по тёмъ же правиламъ отъ нея можно взять 
также производную, которая называется второю производною отъ первоначальной 
функши Производная отъ второй производной есть третья производная, и т. д. По- 
добно первой производной, обозначаемой однимъ значкомъ надъ функщей, вторая про- 
изводная обозначается двумя значками, третья— тремя, и т. д. Такимъ образомъ по- 
слловательныя производныя функщи о (т) будуть: 


9'(5), ч (<), ®'(<), $"(<), ..., 9%). 


ОПРЕДЪЛЕН1Е ДИФФЕРЕНЦТАЛОВЪ ВЫСШАГО ПОРЯДКА 


$ 133. Обозначая черезъ ф (2) функщю у отъ перемЁнной х, имЗемъ ($8 46), по 
опред$леню, 


ду—=%' (2) ах. (1) 


Разсматривая 4х, какъ постоянную, мы видимъ, что дифференщалъь 4у 
есть функщя отъ одной только перемЪнной. х, и его можно, поэтому, продифференци- 
роваль. Дифференщалъ отъ {у называется вторымъ дифференщаломъ отъ у и обозна- 
чается черезъ 42у; очевидно, 


4?у —$"(2) ал. 5 (2) 
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Разсматривая всегда 4х, какъ постоянную, замфчлемъ, что и у сеть также Функшя 
отъ одной только перем$нной х. Дифференщалъ отъ 4у называется третьимъ диффе- 
ренщаломъ отъ у‘и обозначается черезъ (у; очевидно, 


у — ®"(2) 422. (3) 
Продолжая писать по аналойи, замфтимъ, что "-ый дифференщалъ отъ у, 49, есть 
ужо" ( т) ат". (п) 


Уравнетя (1), (2). (3)....,(") даютъ посл$довательныя производныя въ функщи отъь 
соотв$тственныхъ дифференщаловъ: 


__ 499 у 


ау 2 
—__-. (и) — + 


; 71 
(1) —=—, < (1) 
8 134. Если приписывать перем$нной х безконечно-малыя равныя между собото 
приращеная, обозначаемыя посредствомь Ах, то функщя ф (2) будетъ принимать по- 
слФдовательныя значення: (5), 5(х — Ат), $(х-- Ат), ..., 2(х — пАтх), которыя мы 


назовемъ черезъ у, у, у., ..., У». Полагаемъ, пользуясь извёстнымъ обозначешемъ, 
у, — у=8у, ПЕ Е А о ооо 
Ду, — Ау —=Ату, Ау, — Ау, = Ау, (сс. -, Ат Ао = АУ, о, 


А`у, — Ау =А*у, Ау, — А.А, .. Ау -›— А’, -з= Аул, 


А", — А" уу, 
гдЪ А*у, АЗу,... суть вторыя, третьи, и т. д. разности отъ у. 

При Ах безконечно-маломъ Ау можетъ быть замфнено черззъ 4у. Покажемъ, что 
также можно замфнить Ау черезъ 4?у, АЗу черезъ 4, и т. д., отбрасывая при 
каждой изъ такихъ подстановокъ безконечно-малую часть вычисляемаго количества. 
Но прежде мы должны доказать слБдующую теорему. 

$ 135. Если фуикщшя % (т, а) содержщть кромт перелиънной х букву а, ие зави- 


сящую оть х, и если эта функшя обращается въ пуль при а==0, каково бы ии было 
ь = 44 (2. а) * 
х, то при тъхь же условяхь обращается въ 0 и производная а 


Это предложение — очевидно, если замфтить, что такъ какъ буква а при диффе- 
ренцированши принимается за постоянную и значете этой постоянной остается не- 
опред$леннымъ, то безразлично, придать ли этой букв опред$ленное значеше раньше 
или посл дифференцировая. При а =0 до дифференцироваютя функщя и, слФдова- 
тельно, ея производная обращаются въ нуль; поэтому, произойдетъ то же самое, если 
положимъ а —= 0 послЪ дифференцировалтя. 

Отсюда очевидно, что если функщя + (х, а) безконечно-мала при безконечно- 
маломъ @, каково бы ни было х, то то же будеть справедливо и для ея произ- 


4+ (5, а) 
ВОДНОЙ д 
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5.136. Разсмотримъ теперь функцию: 


(1) 





пользуясь обозначенемъ предыдущаго параграфа, пишемъ: 
Ау | | 
ДТ (2) -| г, (2) 
при чемъ в есть функщя отъхи Ах, обращающаяся въ нуль одновременно съ Ах. Если 


въ обфихъ частяхь уравнешя (2) измЪнить х на х- Ах, то ихъ приращеня, разд%- 
ленныя на Ах, будуть равны, и мы можемъ написать: 





1 
т . 
Но при Ах, стремящемся къ нулю, Е, очевидно, обратится въ предфлЬ въ 9’(х), 


а, хе — въ нуль; въ самомтъ дЪлЪ, такъ какъ е при всякомъ х безконечно-мало по срав- 
ненио съ Ах, то то же относится (5135) и къ его производной, а слЪдовательно. и къ отно- 
Де 
Ах 
каетъ, что при Ах безконечно-маломъ мы будемъ имЪть, пренебрегая безконечно- 
малыми третьяго порядка, 


шен1ю —-, которое безконечно мало отличается отъ этой производной. Отсюда выте- 


А?у = <’ (1) Аа, 


т.-е. что при Ах безконечно-маломъ Ау равно 49, если пренебречь безконечно-малыми 
третьяго порядка. 
5 137. Изъ предыдущаго доказательства вытекаетъ, что при Ах, стремящемся. 


А? , 
къ нулю, = иметь предфломъ вторую производную, $" (2), отъ у; поэтому полагаемъ: 





= (®) -[е,, (1) 


ГД в, есть функщя отъ хи Ах, обращающаяся въ нуль одновременно съ Ах. Если въ 
объ частяхь уравнен!я (1) измфнить х на х-Р Ах, то ихъ приращетя, разд$ленныя 
на Ал, будуть равны, и мы можемъ написать: 


АЗ А 
= У д. 


А 71 
ке ‚ очевидно, обратится въ предфлф въ Ф”(х), 
1 


Ае : 
а, А Въ НУЛЬ На томъ же основами, какъ и въ предыдущемъ случа; отеюда 





Но при Ах, стремящемся къ нулю, 
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отсюда вытекаетъ, что при Ах безконечно-маломъ мы будемъ имЪть, пренебрегая без- 
конечно-малыми четвертаго порядка, 


АЗуво (1) А” 

Точно такъ же найдемъ, что А*/ можетъ быть замЪнено черезъ ©) Аа“ и что, 
вообще, А’у равно ‹”(т) Ах”, если пренебречь безконечно-малыми (» -— 1)-го порядка; 
такимъ образомъ А“у и у суть двЪ безконечно-малыя я-го порядка, отношен!е ко- 
торыхъ въ предфлЪВ равно 1. 

$ 138. Есть существенное разлие между дифференталами высшаго порядка и 
дифференщалами перваго порядка. Когда н%$еколько перемфнныхъ связаны между 
собою такимъ образомъ, что вс$ завписять отъ одной изъ нихъ, то отношеюя ихъ диф- 
ференщаловъ перваго порядка являются вполнЪ опредфленными (8 57). Нельзя того ке 
сказать про дифференщшалы высшаго порядка, пока не сдфланъ выборъ независимой 
перем$нной; это происходить отъ того, что при составлеви разностей А?иу, АЗ... 
которыя можно замфнить, когда онЪ безконечно-малы, черезъ Ри, (у,..., нужно при- 
давать главной перем5нной х посл$довательныя приращеня, равныя между собою, что 
отличаетъ эту перемБнную отъ ве$хъ другихъ, соотв$тственныя приращетя которыхъ, 
вообще, не равны. Когда же, напротивъ, разсматриваются разности и дифференщалы 
только перваго порядка, то перем$нная х получаетъ только одинъ разъ приращение Ах, 
которое, поэтому, ничЪмъ не будетъ отличаться отъ соотвтетвенныхъ приращенй 
другихъ перем$нныхъ. 

Замфтимъ, наконецъ, что дифференщалы порядка выше перваго равны нулю для 
главной или, что одно и то же, независимой перемЪнной, т.-е. что 


Фх —= 0 5 =0, 


если т есть эта перем$нная. 


ОПРЕДЪЛЕН1Е ПОСЛЬДОВАТЕЛЬНЫХЪ ПРОИЗВОДНЫХЪ ОТЪ ФУНКЩИ 


$ 139. Чтобы составить послФдовательныя производныя отъ какой-нибудь функщи, 
достаточно примфнить надлежащее число разъ изв$стные методы, по которымъ вы- 
числяются производныя перваго порядка. Къ несчастио, вычислен1я часто чЁмъ далЪе, 
тфмъ все болБе усложняются, и почти невозможно обойтись безъ особыхъ премовъ, 
чтобы получить на самомь дъьлъ производныя боле или менЪе высокаго порядка. 

Приведемъ вЪеколько примфровъ такихъ премовъ. 

Производныя отъ произведеня.—Называя  черезь Ри © двБ функщи отъ одной и 
той же перемБнной 5х, по изв$стнымъ правиламъ находимъ: 


4(Р%) _ = Рае ь СЕ 


_ а ег а } 
4( РО) 0 ‚ ЧР а09 4?Р 
— до =Раз-? а, дл Г Фа, (1) 





=—=———. =——— —.-—--- 


(РО) г 40, 4 з1Р Фо. ЧР 4 О и 
_ ах. д 1 Зах а! аа а 4х? 
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и, заключая по индукщи, пишемъ слфдующую формулу: 





4"(РФ) _ р 9% о Ра 9х "(п—1) ФР 4—0 


В Я — 
ах” ах? ад а" Г 1.2 2 а? ах"? к (2) 
, вы гы К п—й 7) 
7 1)... (п нуар 4 а, д 9. 
1.2...й ад дд" 


Чтобы доказать эту формулу, допустимъ, что она справедлива для числа п, и 
покажемъ, что въ такомъ случа она справедлива для числа п —- 1 непосредственно 
высшаго. Дифференцируя обЪ части уравнеря (2), находимъ: 








—————————ы ы—ы——ы“—__ 
Ы>—_ д = 


4" ТРО) (ар а" ет О _ [42419 ‚ аРФ®\ . 
Чет" № аде "=" В о к ’ ах —)- 
п(п — 1)... (9 ПР а 9, @Р а "Но 
1.9.3... Й а да”-® Т ах ГАНЕ) 
вЫ са 4"Р 46. 
дд" Г ах" ах 


-- 


—— 


Соединяя второй членъ каждыхъ скобокъ съ первымъ членомъ предыдущихъ скобокъ 
и замЪчая, что сумма двухъ коэффишентовъ п-ой степени бинома есть коэффищентъ 
(и -[ 1)-ой степени, переписываемъ это уравнене въ ‘слфдующемъ видЪ: 


4" (РФ) 549 аР 4" ип ФР а *09, 
пар Рая РР пра та чтата Г 
с (и-ут... ®1- НОР а" "9 — и ар: 
ТО ав в т Та, 


_а это есть не что иное, какъ формула (2), въ которой » измФнено на (в 1), п 
общность которой такимъ образомъ доказана. 

5 140. Производныя функщи отъ функщи.— Пусть к есть функщя оть х, а $ (и)— 
функщя отъ функщи, которую мы обозначимъ черезъ у. Дифференцируя посл$дова- 
тельно и выражая послфдовательныя производныя функщи ф (и) черезъ $'(н), ©" (и), 
ф"" (4),..., находимъ: 


у= (и), (а) 
= г Ф (м), х пр *. (2) 
и 9 45? 9 2 (=) Ф"(и), а | (3) 
а) Зе ан") + (4%) 9"; 
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0 


отсюда заключаемъ, что выражене = будетъ вида: 
х 


сы 4,4) 4.5"... НА 9), 


тдБ 4, 4.,..., 4, зависятъ оть и и его производныхъ, но не изм$няются съ изм$- 
нен!емъ вида функщи ©. 
Чтобы получить эти коэффищенты, полагаемтъ: 








_ В 
Аз— не 
и, слфдовательно, 
Фу : ВЕ 
Е 8: “(ч)-... <"( 4). 5 
ая ВН о... РР, 6 
Коэффишенты В., В., Б,„, ..., не зависятъ отъ вида х, — поэтому ихъ можно опре- 


дЪлять, дфлая частныя предположен1я относительно этой функции. Положимъ по- 
сл5довательно 


о = и, Фин, ..., (ии; 


примЪняя каждый разъ уравнене (5), получаемъ между неизвфетными В,Б,,. назва 
слЗдующихь п зависимостей: 











Фи 
—=В,, 
ах 
4" (9?) 
а — 2Ви-- В., 
@”(и?) ь 
ах” = ЗВ -- 3 Ви -- В. (6) 
аи” 1) (и—2 
(и ) — Ви =" ) В, ны п(п— ) (®— в и. ‚ |- В 
ах” 1.2.8 


Чтобы р$шить эти уравнешя и вычислить какой-нибудь изъ коэффищен- 
товъ, напр. Б;, сложимъ первыхъ № уравненй, предварительно умноживъ первое 


изъ нихъ на й, >. ‚ второе на — а ы. ‚ третье на ео. р. 3 четвертое на 


1.2 
А (Ё— 
ыы ре 5 >. и 9) я ‚ит. д; неизвфстныя В,, В,,..., Вь_: исчезнуть, оста- 
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нется только Б,. ДЬйствительно, если й какое-нибудь число меньшее #, то коэффи- 
щентъ при В» посл сложен1я будетъ 


м1 [46—1...@-В- 0 8-1... М) | 


тет А (К 
Е мк" | 1.2.3... 1.2.3... (#-1) я 
1 #%-—1...@ -#-— 1 ФП 
| 1.2.3... (#- 9) 1.2 
 М—1...1 + -2)...Ё 1 
1.2... Ю 1.2... ® — №) } 
т.-е 
а КЕ — 1)... &—&-!) (К) (Е—Ё— 1) 
о ВНИИ ИНЫЯ |1—@— АА... 
) ^ 1.2.3... ( ИР 1.9 
ва Е 
2... — К’) 
или, наконецъ, 
1 ГА 1)... &—Ю-1 , 
И в 
и 1. рвы 


ны 1 р 
При = сумма будетъ (— 1)" Е: Такимъ образомъ, уравнеше, полученное отъ 
сложеня уравневй (6), умноженныхъ предварительно на указанныхъ множителей, 


приметь видъ: 


® 4% тб ф-т ат 1 ай - 
р Е нае 


и ах 1.2 42 а 





1.2.3 из 4х м адм 





Отсюда слфдуетъ, что формула (5) даеть и-ую производную отъ $(+) въ функши 
оть п-ыхъ производныхъ всфхъ степеней и,. показатель которыхъ не превышаетъ #. 


Е 


$ 141. Найденное выражене для Вь можеть быть преобразовано слЗдующимъ 
% 


образомъ. ПЦишемъ: 


(си =соП-и О =]. 





Дифференцируемъ обБ части этого равенства п разъ по х, разсматривая «, какъ 
постоянную: 


4 (*—1) 


ах” 


К 4% К-т 4 1 а 1 


= 1 |-- + 


а ах” 


м 





1.2 в ах® ие о ах” ]. 
17* 
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Положивъ во второй части полученнаго равенства а =, увидимъ, что она совпадетъ 
БЕ 
съ выражешемъ для —*; значить 
4 
а" (*—1) 
& 


В; = и 
ат” 


при условши, что буква а, разематриваемая при вс$хъ дифференцированяхъ, какъ 
постоянная, должна быть зам$нена въ окончательномъ результатЪ буквою и. 








а"ч(и) 
Такимъ образомъ выражеше для „и приметъ видъ: 
47 
я [Ш к 
"< т а ии 
ИЕ (и) р ах” ? 


гд5 суммироваше распространено на вс$ цфлыя значевшя / отъ 1 до м, а буква а 
входящая во вторую часть, должна быть замфнена посл$ дифференцироватня 
буквою \. 

8 142. Положимъ въ общей формулБ и = 5'; тогда 








2 2 В, В» я 
< ©’ (122 Ир, < (12 23 В м. жа 1:2 
д” НЫ ны .2...Ё’ р ов } 
при чемъ выражене для ВБ, будетъ: 
1 К 4? ИЕ т 9 1 д” 
—=Вь = (— 1)" Е мат 
х | 22 4х 1.2 20.4 о Ы 


Вм$сто упрощеюя этой формулы будеть выгоднфе вычислить непосредственно н*- 
сколько посл$довательныхъ производныхъ отъ $(1?), чтобы, заключая по индукщи, 
замБтить законъ ихъ составленя. Полагая 





у— $(2), (1) 
находимъ посредствомъ послфдовательныхъ дифференцировай: 
© — 255'(17), | -. (2) 
С (02 (2) 297), (8) 
С = (94) 9" (а?) 6(22) 9'(а*), | _ @ 
:- (ое рта) пез аз) 19), — 6) 


я == (25) ф* (22) |- 20(2)° ‚я (2?) |- 60621) ф"'(2?), ь _ (6) 
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что приводить къ общей формулБ: 





Чу р за — эп — 1) (п — 2) (и —3) а 
ат” = (2%) ф (2?) а (т о 1) (25) = р" (4?) =г зи (2%) Ф (17) — а 
пи — 1)... ®— №1 и о" | 
Е = (у) -Е.. (7) 
- . вое р 


гдБ вторая часть оканчивается сама собою, когда по очевидному закону составлетя 
членовъ коэффищенты при нихъ начинаютъ обращаться въ нуль. 

Для доказательства замфченной такимъ образомъ формулы достаточно убфдиться 
Въ томъ, что если она справедлива для значеня я, то въ такомъ случа она спра- 
ведлива и для значешя непосредственно высшаго. Но, в$дь, если формула (7) имЪетъ 


ее 
м$ето, то коэффищенть при $"Т!-2(2?) въ и. очевидно, будетъ 
и 


(п® — 1)... (®— + я—2р41 | (®— 1... (9—2 +3) го я— 941 
(и ар аа", 


(2%) РН (и — 1)... (п —2р 3) (п—2р 2) Ао] = 
г — 1.2...(р—1) [( р 


—2. 1)%... 1 — Эр--1 
— (9х) Бит ТРО, 


а это доказываетъ вполнЪ$ нашу формулу. 
$ 143. Приложимъ предыдущую формулу къ разыеканио 


4—1 нет 1?) т— з 


ах” " : 





выражен!е для которой, замфчательное по своей простотЪ, было дано и использовано 


въ своихъ приложеняхъ Якоби. Предыдущая формула, он КЪ ЭТОМУ СЛУЧа!О, 
даетъ непосредственно: | 


аа (и 1) (и 


з 3 
2) --- 3 

Эла} ("—5) (=®—5). «5-Е 
ее [#3 (9%)? (1 — 12) (т —=) (“—5) в 5 — у 





т.-е 
а"— (1—2) Ри и—1 1.9.5... (2т а 1) ти. о 
ое и (1) РЕ [из | 
т(т — 1) (% — 2) 5-3 5\*, тт — 1) (т— 2) (т— 3) (п-— 4) иъ и 
а аа (И1— =")... | 


Если Положить д — 05%, то это выражеше, въ силу извфстной тригонометрической 


формулы, которая къ тому же будеть доказана въ одной изъ слфдующихъ главъ, 
обратится въ 


т—1 1.3.5. . (2т — 1 
—. 


$1 7%. 


Итакъ, при 5 —= 05% имЪемъ: 


4"! (1 — — 12)" 2 1 


— 1.3.5... т— 1) 
а Е 
ддт т ( ) 


ЗП 774. 
7 


$ 144. Производныя отъ агсбапех. — Имфемъ: 


фагфапех __ 1 
ах 1 
Фатх _ _ 20. 
42? < (1 - 22}? › 
Фатцатсх __ 6142—2 


ая =. 


Не трудно продолжать эти дЪйств!я, но результаты все болфе и боле усложняются и 


обиий законъ не открывается самъ собою. Чтобы его найти, замЪтимъ, что при 
и —= агебапох | 


Чи __ 1 = 1 1 1 = 
ах 1-2 2 тт р = . 








откуда 


:--1 и ый 


дд" 





“СУБ ит) 
Приводя- обЪ дроби въ скобкахъ къ одному знаменателю, увидимъ, что мнимыя коли- . 


чества исчезнуть и выражеше для производной приметъ вещественный ВИДЪ. 
Изящный результать получается при -- 


а 
Ро СЯ 
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Въ самомъ дЪлЪ, въ этомъ случаз 





608 = 8 и = — 
УИ1-- 22 
| 1 
ЗУ == 6084 — —— 
УТ 2? 


дну — 1 = У1 2 [с03у-- И—1зщу|, 
#—У—1=У1 5 [созу—У—1 эту]; 


зная же, что по теорем Моавра для всякаго положительнаго или отрицательнаго 
значетя т 


(с08х-—- И—1зт д)" — 608 тх-- У— 1 $11 77%, 
(082 —У —1 зщ 2)" — 603 тх —УИ—15ттх, 
пишемъ: 


т 1 —2И—1 г. 
и Е ИВ = у], 
ОА 


а такъ какъ при этомъ 


я--1 


2-1 — 31 У ) 


(1-27) 


то окончательно 


Е 
чая =1.2.3...®(— ПЕ зш” узш(и-Р 1). 


5 145. Производныя отъ агезш х. — ИмЪемъ: 








Фатезт с 1 &% 53$: -- 
аа == = (1-2) *\1— 2) 3, 
И1— 2 
и, слфдовательно, 
"+ 


`агезт я 4"(1 —я)- (1 +2? } 
аа” Е < а. ть * 
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прим$няя, наконецъ, общую формулу 8 139-го, находимъъ: 








› п(и—1) 
4" ТТ агезрх _ 1.3.5..." —П 1 г ат 9. 1.2 15550) _ 
РН о усн | 118" бита) 
п(п —1)(п— 2) 
О 1.2 3 1) = 

(2% — 1) (2' — 3) @®— 5) \1- < Е 
да 1.3.5... 0—1) ип — 1 (п—р-+ 1) =] 5 = (1—=) 
— (2-10-33... Оп 9-1 Е" Ия) о Л х/ |’ 


“ 1 ОЕ: М = 
Полезно замЪтить, что коэффищенты при различныхьъ степеняхь ‚—_ въ скобкахъ 
к 


| —2\21 
вс$ меньше единицы. Въ самомъ дфлф, отношеюте коэффищента при (1 — : 


коэффищенту при ее 
къ коэффищенту р (Е) равно 








| | 
уе _^ р 

и ПФ, 
пр 


Это же отношете меньше единицы, когда —р>р-— 1 т.-е. когда п > р -—- | и, 
наоборотъ, больше единицы, когда 7% < 9р--1. Такимъ образомъ, коэффищенты идутъ, 
уменьшаясь, съ перваго коэффишента до минимальнаго, а зат$мъ увеличиваются до 
послЪдняго. Сл$довательно, крайше коэффищенты, равные оба единиц, больше веЪхъ 
остальныхъ. 


Числовое ЗНАЧЕН1Е НЬКОТОРЫХЪ ПРОИЗВОДНЫХЪ, КОГДА ПЕРЕМЪННАЯ 
ОБРАЩАЕТСЯ ВЪ НУЛЬ 


5 146. Часто требуется вычислить, во что обратится производная при н$кото- 
ромъ числовомъ значении перем$нной, и въ особенности въ томъ случаЪ, когда, посл 
выполнен1я дЪфйствий для получен1я производной, перем$нная полагается равною 
нулю. Вопросы этого рода рёшаются иногда при помощи особыхъ прмемовъ; приве- 
демъ нЪсколько примЪровъ. 

Производныя отъ агсфапох при х —=0.—НЪть необходимости прибфгать къ общему 
виду производной для опредлен!я значення, какое она приметъ при х=0. 

Въ самомъ дЁлЪ, полагая и —= агфапох, пишемъ: - 


в А 
ах  Т-л? 
фи 2% 


ый 


аа — пу, 
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откуда 
72 7 
оо 29 ро. 
-- я) = 2 
(--=) д? | ах 


Дифференцируя это уравнене п» —1 разъ и ползьуясь известной теоремою (8 139), на- 
хОДИМЪ: Е“ 





ати `- т "—1„, а”’и 
|-Р 22) — Ч бьн)х——(п--П ао) Жж-— 
д 
= 2(8 — 1) -—— = 0; 


да" 


полагая х = 0, получаемъ: 


у 


ре г. (п == 1) — 0. 


аи (аи 
ке 
} о ‘ат 


| (аш \ | 
Отсюда, зам$чая, что а) —=1, выводимъ при %*-|-1 нечетномъ: 
0 


(==) =©- 11 ай : 

(Ри : 
полагая же п 1 четнымъ и замБчая, что (=). — 0, изъ того же уравнеюпя вы- 
ВОДИМЪ: 

а” Уй " 
Е 


$ 147. Производныя отъ агсзшх при: х —=0.—Если положить 


4 — агс8Ш 5, 


то 
4и и. 
ах И! 2 
И1 — д -ы —1, 
ый т —- И— 7% — 0, 
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и, по освобожден1и отъ знаменателя, 


аи __ 


— ба: =” 


2) Фи 

(1—2) дз 

Дифференцируя это уравнеше *—-1 и пользуясь извфстною теоремою ($ 139), на- 
ХОДИМЪ: 


р ао й з 4” : р "Ти Фи 
2 Н:— ДР а —— 1—2) ——— д — 
( а ( ) ат” ) ( ) ва ат” 


7—1 24 


Е а. 


полагая х — 0, получаемъ: 


а’ 12 зе о 
НЫ Ду ры 
ат), ) ал”1/о 


Отеюда, замчая, что (=) = 1, выводимъ при п-- 1 нечетномъ: 
/ 471 4 | 
(===) = м (п — 1)°, 


а при 1 —- 1 четномъ: 


д’ \ 
[^^ —0 
‘аа Ло 


5 148. Производныя отъ (агсзт 2)? при х = 0.— Полагая (агсезтх)? = и, выводимъ: 
^ $ 


аи __ Затсзшх 


и щЩ 


1—2. 





?и 1; 2хатезтх _ 2 / хх аи 


421—272 | (— 22) 2 Г — 42 ад 








слфдовательно, 


аи ди 
ЖЕ В. 


Дифференцируемъ это уравнеше *— 1 разъ: 


4” и а”и а" а’ а” 
рт о 2(® — 1) ал ая (й — 1) (® —> 2) ат === ‘4 де == 





@—#) 
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ий полагаемъ х — 0: 


п—1 





Ти : 
в) о (вт) = о 


это соотношете даетъ возможность вычислять посл$довательныя производныя и при 
и—-1 нечетномъ 


и. 
и В) 
(= 0 ) 


а при ®-—-1 четномъ 


аи 
(=) —=2.2°.4.6”...(п— 1}. 
д 0 


$ 149. Производныя отъ 1с0%х при х = 0.—Полагаемъ хеоёх = и; очевидно, 
2605 = НШ. (1) 


Дифференцируемъ обф части этого уравнешя я разъ, пользуясь при этомъ правиломъ, 
относящимся къ производной отъ произведен!я; находимъ: 


4’ сз 4” 'созх 4” т ди а" "зшх | 
хи ф=и \— 


ах ал?" т" ' ах ах" 


(п — 1) 4и а" *зшх фи 


+... тя (2) 


1.2 4х? ах ах” 


_ а” а" 
Если въ этомъ уравненши положить 2 = 0, то членъ съ т исчезнетъ и и выразится 
х Чт 





въ функши отъ всфхъ предыдущихъ производныхъ; дфлая посл$довательно я = 1, 
п —=2, п=3,..., Получаемъ: 
Фи 


я 
РОВ НН 


аи __ фи ры 
а _ уе. 


"-Ь 4—0 ты 


когда эти первыя значен1я уже вычислены, изъ уравнетя (2) можно вывести и дру- 
мя производныя въ послфдовательномъ порядкф. 

Замфтимъ, что всЪ5 производныя нечетнаго порядка равны нулю. ДЬйствительно, 
функщя 2160%х есть четная функщя, т.-е. не измЪняется ни по величин, ни по 
знаку при зам$нЪ х на — 2; иначе говоря, если обозначить ее черезъ $(2), то 


(5) = 2—2). 
13* 
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Беря посл$довательныя производныя отъ этого уравнен1я, находимъ: 


2 (2) = —$(— 2), 
Ф (2) =-Н?'(—®),. 


фе) = (19 — 
Отсюда заключаемъ, что при х = 0 для всякаго нечетнаго значеня # 
2"(0) = — 2"(0) 
и, сл$Бдовательно, 
Ф"(0) = 0. 


Производя численныя выкладки, получаемъ: 





(м =о, (4) =—2, (9%) = (4%) = 8, (6%) =, (44 = 
ато _ а 3’ ад * а =: 15’ \ аж] `? \ 42° ]о 139’ 
(ем = [= ска. 9001 
4? \9 о 94. 
$ 150. Производныя отъ тит при 2 —=0. — Полагаемъ — = тогда 
г’ — ме 
2 — 6" — и (1) 


и посл дифференцированя 


_ аи (и 
80% 1 109 ——. 
д | ах 


Дифференцируя п разъ подъ рядъ об части уравненя (1), находимъ: 


Фи 


5$ Е 
фи ° и п(п — 1) а % Ри 
д” ' 


со М 
пя * =. — ие 








р Е 
ах” - ал’ 1. о 
откуда при х=0 


и п(п —Т) [4 о (4. 14 
— МИ сомы И. у [ея 
+ ПГ 1.2 а т (=), | нот 





Это соотношене даетъ возможноеть вычислить какую-угодно изъ ‘производныхъ, если 
е” —1 
д 





ве предыдупия извфетны; и, равно 1. Въ ‚самомъ дДЪлЪ, отношене при я 


141 


безконечно-маломъ является производното отъ с” и приводится къ единиц при 1х = 0; 


к ое 
очевидно, то же самое справедливо и для ооратнаго отношеня 1 ^ Выполняя вы- 


числетя, получаемъ: 


Е 9%) ран (=) = (=) = (=) ов (= 0 
ЕР. * В. ао А лан 30% а > 
(=) ее (=). Ри: Е) Е - 5) ый [ ее (25) $ 
Ре 49’ Ш "А 9 ЧР т в м я 
'4?и) _ 691 Зи о @4и\ 7 
(25), = — 97зб» (дз), = 0, (ав), = 8, Пт. 


ых 
Ве$ производныя нечетнаго порядка, исключая первой -„., равны нулю. Это можно 


утверждать (77107, независимо отъ предылущихъ ОК. ДЕйствительно, Функшя 





- 2) 
6" —1 м ? ( 


‘какъ легко вилдфть, есть четная функшя отъ х, а выше мы видЪфли, что при этомъ 
услови для 260х производныя нечетнаго порядка равнялись нулю при х=0; произ- 
водныя же отъ функщи (2) совпадаютъ ве, за исключетемъ первой, съ производ- 


НЫМИ ОТЪ 





©“ — 1 
$ 151. Производныя отъ с03(тагезшх) при х = 0. — Полагаемъ 


4 — с05(пьагс81 2); 


дифференцируемъ: 
Чи _ _ тзшщ(тагс$и1) $11157) 
ах и и г 
Фи __ — тх 77° с03(9% агс5ш 1). 
ча = оо - р агсзШ т) а 
отсюда, 
(1 — #7?) с 2 -- и = 0. 
Дифференцируемъ р разъ это уравнеше: 
ЧР и аи аи аи аРи аРи 
1— —рх--——- )— 1) ———я—— —— г 
У дррт Чар 9 Ре" 2 а д’ Фе Рае Г” ааа °, 
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что при х —0 даетъ: 





/ А. р . ее | 
ЕТ ИЯ (р ——74- . 
ад? /о (р ах” о 


аи 0. СлЗдовательно, предыдущее уравнене 


показываеть, что всЪ$ производныя нечетнаго порядка равны нулю. Что же касается 
производныхъ четнаго порядка, то вс$ онф выводятся одна изъ другой въ послФдова- 
тельномъ порядкЪ, такъ какъ каждая изъ нихъ связана съ производною порядка на 
дв$ единицы низшаго. Такимъ образомъ 


Кром$ того, при д —=0 имЪемъ и =1, 


2-Е 2) 


чет), — (— 1)" "т? (т? — 4) (т? — 16)... (1? — 42). 


Чтобы изучене разсматриваемой функщи не представило тяжелыхъ затруднен!й, 
остановимся на н$которомъ опред$ленномъ толкованш полученнаго результата. 

‘Функщя с0$(7 агсзтх)— не вполн$ опред$ленная и, подъ однимъ и тфмъ же сим- 
воломъ, представляетъ въ дЪйствительности н5еколько различныхъ функщй, число 
которыхъ можетъ возрасти до безконечности. Въ самомъ дфлЪ, дуга, синусъ которой 
есть х, не единственная; напротивъ, такихъ дугъ безчисленное множество. Произве- 
дешя этихъ дугь на какое-угодно т будуть имфть, вообще, различные косинусы.. 
число которыхъ будетъ равно удвоенному знаменателю числа т, если т — соизм$- 
римо, и безчисленному множеству, если 7 — несоизмЪ$римо. 

Будутъ ли имфть всЪ эти различныя функши однЪ и тЪ же производныя? 

Только-что полученный результать, повидимому, ршаетъ вопросъ,-—по крайней 
мЪрЪ, для частнаго значеня 5 —=0, а такъ какъ мы нашли только одно значеше, то 
невольно можемъ придти къ заключен!ю, что и существуетъ только одно. Однако это 
было бы большою ошибкою. Предыдущее вычислене основано на двухъ предположе- 
няхъ, выдфляющих» опредфленную функцю, къ которой оно и относится. Во-пер- 
ВЫХЪ, ПОЛОЖИВЪ 


1 — 6087 (агезШ х), 
мы вывели равенство: 


аи _ _ И зт(тагсзт т) 


————— 


@ — И1— 





| | а 
а это возможно только при допущен, что производная отъ агсзшх есть у: ‚ По- 
(„ У1— 2? 
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добное же допущен!е, въ свою очередь, требуеть ($ 34), чтобы косинусъ разсматри- 


ваемой дуги былъ положителенъ; въ противномъ случа» 





фатсятх  —1 
4х И ны 
и пришлось бы написать: 
Чи ти агс5т 5) 





— = —- 77 

ах У! — 2? 

Фи тхзшт(т атс 2) 

и 
1—2) Ут 27 


„о ©05(тате5т =) 


| — 27 | 





откуда. 
аи аи 
Е и = 0; 


это уравнеше тождественно съ прежде полученнымъ, при другомъ предположевши, и 


приводитъ къ тому же соотношен!ю: 


+-2 
бы : — (12° — т? о " 
ахР-Р? ах? 


у Р 14 
Но, во-вторыхъ, мы допустили, что при х =0 функшя и = 0, я: =0. Это спра- 
ведливо только въ томъ случаЪ, если, при х==0, агсзшх = 0; на самомъ же дБлЪ это 


значен1е есть первое изъ ц$лаго ряда, но не единственное, такъ какъ, для == 0, 
агсзшх == Ат, гдз Е -— какое-угодно цфлое число, и, слфдовательно, 


и — с0$(тагс$ш 2) = созтк. 


Точно такъ же, если Ее 


) равна нулю, то только въ силу того же предположения; 
4 
если же принять агсз 1х = бк, то для им придется принять одно изъ слфдующихъь 


значенй: 


(7) 
— — 75 иж, 


т _ 


и тащит 
а : 
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СлБдуетъ замфтить, что первое изъ ннхъ относится къ случаю, когда / — четное, 


потому что тогда с‹5^ж положителенъ, второе же — къ случаю, когда /: — нечетное. 
З-2 
Итакъ, значен1е, найденное для [= 


ат?" т? 





у относится только къ той функши 
0 | 


созк(атезш <), въ которой за агезшх принята дуга, обращающаяся въ нуль при х=0 
и являющаяся всегда, въ силу своего непрерывнаго измфненя, наименьшего изъ по- 
ложительныхъ или отрицательныхъ дугь съ общимъ синусомъ х. Косинусъ такой 
дуги всегда положителенъ. 


$ 152. Чтобы придать функщи 1 = со$(тагезлх) снова всю ея общность, стоитъ 
только вычислать общее выражене ея производныхъ при д = 0, что сдЪлать не трудно. 
Во всБхъ случаяхъ 


РТ? и 


аРи 
—.__ жа р 
арт? НН № ЧР ^ 


Кром того, при х=0 


и = е03(татсзп 0) = созяйж, 


Е — тзш(тагези 0) = -= тзшии к, 


и, слБдовательно, 


2”? и а 
прада и (— 1) т(ат7 ЕЕ 4) (т? —___ 16) ть (т? Я 41?) 2057ик, 

т 

аи : 
пива = ([—1) (т? —1) (2—9)... [т — (2% — 1}*тзштфйх, 





четное. 


$ 153. Производныя отъ $1(татсзшх) при х = 0. — Вычислеше производныхъ отъ 
функц (зш/лагезтх) совершается по тому же способу и приводить къ аналогич- 
ному изелфдованию. Полагаемъ | 


при чемъ знакъ — соотв$тетвуетъ случаю, когда 


и — эт (тагсзт г), 
откуда, 


4и __ тсо$(тагсзтх) . 


—_-- > ан —- р з у 
ах = У 1 тЫ 12 * . 
Фи _ тхсо$(тагсвтх) 7? т(тагс$т 2) 


—---— рить, тенты ти. 


а НИТ Ейск 
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знакъ -|- передъ.радикаломъ долженъ быть взятъ тогда, когда агсзтх имЪфетъ поло- 
кительный косинусъ, и знакъ — въ противномъ случаЪ. Изъ этихъ формулъ выво- 
дится уравнене: 


и Чи 
8 (1—2) —# ти 0, 


справедливое во всБхъ случаяхъ. Дифференцируя р разъ это уравнене, ничЪмъ не 
отличающееся отъ полученнаго выше, также найдемъ, при х —=0, что 


ЯР? и аРи 


о И о Вы . 
ах +? ыы. # ахР` 


ЕромЪ того, при х=0. 
1 — эш(тагсзт о) = зай 
(0 


т = == т 605 (тагезт 0) = 75 бозт к, 


при чемъ знакъ —- соотв$тетвуетъ случаю, когда созагезтх положителенъ и, слЪдо- 
вательно, случаю, когда Х — четное. Замфтивъ это, легко найдемъ: 


а, | 
ре (— 1)’ т?(т? — 4)... (ап? — 4р?)$шаткх, 
д 
а?Р-1, | 
РН = (—- И (ий —1) 7 — 5)... [т — (р — 1) тоозтЁт, 
р, 


* 


тд К — произвольное цфлое число, а знакъ —- во второй формулф соотвЪтствуеть 
случаю, когда &— четное. Если предположить, что агс$110 —= 0, т.-е. если агезшх есть 
наименьшая, положительная или отрицательная, дуга, синусъ которой х, то А = 0 и, 
слфдовательно, 


д22-? а 


дав 0, Е "= ЗЫ (—1) (® —1) (т — 5)... [т — (р — 1) т. 


$ 154. Производныя отъ с03(тзагссозх) при х = 0. — Полагая 


‚ 


с0$(2% агсс0$5) = и, 
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находимъ: 
аи _  тзи(тагсеозх) 
Що, 
г у 1—2 
Фи _ _ тхятатагесо5х) 177 с05(1721'6с0$ 47) 
ро О О зона НИ ОИ ИИ, 
_ (1—2) Ут — 27 —- 
откуда 
Фи аи 
2 ыы 
— 4“) 5 ——_ ИИ =0 
И ) 4.7? ах ! ) 


это уравнен1е было уже получено два раза и изъ него прежнимъ же способомъ, при 
1—0, ВЫВОДИМЪ: 


АРТ? , р 
— 110) — = 


НЕ 2 
дает — дхР ` 


Кром того, при х=0 


4 — 6057"(агсс050) = 08 (2 -Р 1) Е 


и тзти(2й —- 1)-=-, 


ат 

при чемъ Г обозначаетъ какое-угодно цЪФлое число; знакъ —- соотвфтетвуетъ, какъ 
легко видЪфть, случаю, когда #— нечетнее, а знакъ —, когда #—четное. ДалЪе на- 
хОДИМЪ: 

4"? й ы 

зат (—1) 22(т? — 4) (т? — 16)... (т? — 41?) с03(2% - тт =, 

42°Т 1, з , х 

эн —= (— 1) (*? —1@?— 5)... [т? — 2—1} тэш@ё Е Тт ке 


при чемъ во второй формулВ знакъ -—- долженъ быть взятъ въ случаз ( четнаго и 


знакъ — въ случа$ А нечетнаго. 
Если изъ дугь, косинусьЕ которыхъ равны нулю, требуется взять только ты 


то надо положить й — 0. 
8 155. Производныя отъ 511(тагесоз2) при х —= 0. — Полагая 


и = 81(тагссо8х), 
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найдемъ, какъ и въ предыдущихъ случаяхъ, уравнене: 


(1 — ие т в —= 0, 


изъ котораго, при х==0, выводимъ: 


аи, 


и 
у д 
ен — (р а. 


А такъ какъ при х=0 


1 — $11(7агссо$0) = з1(2-- ] ул -—5- 


аи 
7: == 2 60$Катес0$0) — = с 3(2 -|- Ют-5- 


тдь &— произвольное цзлое число и знакъ — во второмъ уравнен!и соотвЪтствуетъ 
четному /, то при помощи этихъ значен!й найдемтъ: 


д? и, ет = 
ааа = ([-[1) % (7? — 4) (1? — 16)... (т? — 4л?)зи(2е Пт та: 


а й 92 
повячн == == (— 1) жи —1)(т* —9)...[т? — (2п — 1) соз(2&-- ут->-. 


т 


5 156. Производныя отъ (1-2?) 2 зш(тагеао 2) при х = 0. — Полагая 


т 
и — (1-2?) 2 ут(тагевае 2) 


х 


аи а 
И составляя производныя я И Е находимъ, посредствомъ исключешя 51(тагапо:х) 


И рф аГг{апах) изъ трехъ полученныхъ уравнешй, слфдующее соотношене между 
и _ аи 
ух ее 
‘ай аа 


Фи аи 
(1-Е =?) 8—2 — Юя ти — ти==0. 


Дифференцируемъ р разъ: 


ати | ава ты в--1 | 42: 
— # р | 
а ет. да -- 292 Ы ре -к Вр — и — (т — Ва ит — 2(2т1 — И. —-- 
ДР аРи | 
9002 -—— —Щ п —— = 0: 
ны в 


19* 


148 
полагаемъ 5х — 0: 


ати аРи 
нЕ" 1) 


Кром того, при х==0 (предполазая, что атфапя0 = 0) имфемъ: 


4 — 0, — — 7% 


откуда заключаемъ: 


2” Е? 2+1 Е 
ее 0, а (— 1)" ж(т — 1) (т— 9)... (т— Ж-— 1) (т — 2). 


Беря агебапох во всей его общности, пишемъ: 


агефато0 = Дт 


и, при х=0, 


: аи 
% —= ЯптАя, —_- = тесозтйлт; 
ах 
въ такомъ случаЪ 


+ 
42" | 2) 


ЕЕ (-1‘тт— 1... (п — 92) (т — 2 — Пзшийк, 


"Е, - 
иди = (— "т — 1)... (т — 2п)возтйх, 


тд Ё— произвольное пфлое число. 
7 


$ 157. Производныя отъ (1-2?) 2 с05(татапох) при х = 0. — Полагая 


т 


и = (1-27) 2 е0з(тагевапто 2), 


находимъ посредствомъ такого же вычисленя, какъ и въ децАь случаъ, ра- 
венство: 


а? 
(1-22) 95 — т — 1 9% ти — ти = 0, 


149 


откуда 


аи Ри 
пе Е.Р) (И —р— 1). 


Чи | 
Зная же п и д; при х —=0 и предполагая агапо0 = 0, выводимъ: 


д" и, "1? и ат 
пе 0, ао Е СОН) Е 1)... (т — 286РУЙ 
$ 158. Производныя отъ рен при т —= 0. — Полагая 
(1+ 27) ° 
__ ©0$(т агат) 
(+2)? 


Чи ь 
И ВЫЧИСЛЯЯ (И бе легко приходимъ къ соотношенио: 


(1 -- т (2т — 2)х т -- тов Пи =0, 
откуда, дифференцируя р разъ и приравнивая х нулю, выводимъ: 


аи \ =. а’и 
зд) т ГР) РРР, =0 





и, слдовательно, можемъ писать: 


аи 


х 241 


при 2 нечетномъ, равномъ 2--1, и 


2 


= т(т-- 1)... (и 2 — 1) (—1)" 


ас" т 





при р четномъ, равномъ 94. 
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ПрРОИЗВОДНЫЯ И ДИФФЕРЕНЦАЛЫ ВЫСШАГО ПОРЯДКА ДЛЯ ФУНКЦ!Й 
ОТЪ НЬСКОЛЬКИХЪ НЕЗАВИСИМЫХЪ ПЕРЕМЪЬННЫХЪ. 
ПРИНЯТОЕ ПРИ ЭТОМЪ ОБОЗНАЧЕНТЕ. 


$ 159. Когда функщшя содержить н$Фсколько независимыхъ перемфнныхъ, то 
можно составить производную по какой-нибудь одной изъ нихъ: обозначене для та- 
кой производной одинаково съ обозначетемъ производной оть функши съ одною не- 
зависимой перемфнною. Если 


+—9(х, У, 2), 
и ай а% 


ат‘ ау?’ а2` 
водныя второго, третьяго, и т. д. порядка по одной изъ этихъ перем$нныхъ б6у- 


то производныя отъ и по х, у,`2 обозначаются (8 50) черезъ_ Произ- 


ь Ри 
дуть обозначаться также, согласно обозначенямъ, приведеннымъ выше, черезъ > , 
ду? ; г? ма 

Если берется производная отъ и по <, а зат$мъ отъ полученной производной 
производная по у, или, въ болфе общемъ случа, сначала т разъ производная по 


перем$нной х, а зат$мъ и разъ по перемЁнной у, то конечный результатъ обозня- 





а”т”и 
чается черезъь —-—. 
ах`ау” | 
Точно такъ же, производную, взятую сначала, 7% разъ по х, затЪмъ я разъ по у 
а ТР 
и, наконедъ, р разъ по 2, будемъ обозначать черезъ арта 


Возможность мъвнять пПОоРЯДОКЪ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЙ 


5 160. Изучеве производныхъ, взятыхь въ посл$довательномъ порядкВ по раз- 
личнымъ перем$ннымъ, приводитъ къ.важному результату. Порядок дъйстви пе 
влляеть на результат». 

Чтобы начать съ простфйшаго случая, къ которому приводятся вс остальные, 
возьмемъ производную отъ функщи и сначала по х, а зат$мъ отъ полученнаго ре- 
зультата производную по у, и докажемъ, что къ тому же придемъ, взявъ сначала 
производную по у, а зат$мъ по х. Короче говоря, докажемъ, что. ^- 


м, и 


Чхау ^ ауах` 
Пусть 


и — $ (г, 9}; 


151 
по опредзлентю 


— > 
> 
а 


Ах Ах ыы, 


4 и 92, у) — у, У) а уча У | 
а = 


гдВ = безконечно-мало одновременно съ Ах. Если въ этомъ равенствЪ$ придать у при- 
ращене Ау и раздБлить соотв$тственныя приращен1я обфихъ частей на Ду, то 


Чи 


"ар _ че Ав, у М) — т Аа, У) — ча, УЕ ча, у) | А. (1) 
Лу Я АхАу ду р 


Точно такъ же имЪемъ: 


Чи __ $(%, у -- ду) — 92, 9) 
мы 1 


ГДЪ =, стремится къ нулю вмЪстЪ съ Ау; измФняя х на х--Ах, дБлимъ соотв тствен- 
ныя приращен1я обфихъ частей этого равенства на Ах и полученныя частныя при- 
равниваемъ другь другу: 


_ М ча Аа, у А) — ое 4, у) — ча у М) Року | Аа (2) 
д АхАу Ри ТР А 
у : > Аз 
Въ этихъ формулахь на основати тЪхъ же соображен1й, какъ и въ 8 136-мъ, и 


я | 
И д въ предЪлф равны нулю; кром$. того, первые члены во вторыхъ частяхъ урав- 


ней (1) и (2) тождественно одни и т же,—сл$довательно, первыя части этихъ урав- 
нен1й стремятся къ общему предфлу. Итакъ, 





"А [2 Л аи 
Па РН ] су 
ду — Аж ? 
т.-е. 
фи и 


ахау  ауаз› 


что и требовалось доказать. 
$ 161. Такъ какъ порядокъ двухъ послБдовательныхъ дифференцирован!й по раз- 
личнымъ перем$ннымъ можетъ быть измФненъ, то отсюда ясно, что и для какого- 
угодно числа послфдовательныхъ дифференцировав!й порядокъ, въ которомъ они 
будутъ выполнены, безразличенъ. Доказательство тождественно съ доказательствомъ 
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въ ариеметикЪ теоремы, что въ произведени всЪ множители можно расположить въ 
какомъ-угодно порядкЪ; тамъ оно также основано только на томъ, что въ произведе- 
ши можно переставить два посл$довательныхь множителя. 


дно НааЫ РАЗЛИЧНЫХЪ ПОРЯДКОБЪ ДЛЯ ФУНКЦЙ ОТЪ НЪСКОЛЬКИХЪ 
ПЕРЕМЪННЫХЪ 


$ 162. Пусть и = 5(5%,у) будетъь функщя.отъ двухъ независимыхъ перемнныху. 
Если приписать каждой перем$нной безконечно-малое приращене, то для функщи 
$(1,у) получится также безконечно-малое приращене, которое можно замБнить вся- 
кимъ другимъ безконечно-малымъ количествомъ, имфющимъ съ первымъ отношение, 
стремящееся въ предБлБ къ единиц. Мы видЪли (8 54), что, обозначая черезъ 4х 
и Чу безконечно-малыя приращеня двухъ перем$нныхъ, мы можемъ соотв$тетвенное 
приращене функши выразить черезъ 


- 
Чи = 7 жы ду @9 


Если приписать снова хи у приращен1я, равныя предыдущимъ, то дифференщалъ 
Аи, представляюпий функцио отъ 2х и у, будетъ самъ имЪть дифференщалъ, который 
обозначается Весь Фи: такимъ: образомъ 


ЕСА Чи \ . и ‚ ни 
4 на (35 4«-- 4 [5% доча © т Чеду - рз 4 


Приписывая снова х и у приращеня, равныя 4х и Чу, находимъ, что дифференщаль 
Фу, представляющий функшю отъ 5 и у, будетъь имфть дифференщалъ Фи, выражае- 
мый формулою: 


ы р 
Фи ом 3 47 +3 т. а2?ау + 3 дет 429" я чу. | 


Продолжая составлять послфдовательные дифференщалы, соотв$тетвуюцие постоян- 
нымъ приращенямъ, приписываемымъ х и у, получимъ, заключая по индукщи, 


формулу: 


_ 4 Фи 


п—1- п(п — 1) фи 
пра ЧН" 


аа 2 
Фи 1.2 даре ау" —.. а 4" 





которая символически пишется сл$дующимъ образомъ: 


и (иду). 


153 


Во второй части этой формулы необходимо замнять различныя степени 4% дифде- 
ренщалами порядковъ, равныхъ соотвЪтственнымъ показателямъ; такимъ образомъ 


(Ре 
х ду 
Должно быть замЪнено черезъ 
АР и 
длРаут` 
Эта формула доказана для частныхъ значений 1, 9, 3,...числа п. Чтобы дока- 


зать ее вообще, достаточно вывести, что если справедливо символическое равенство: 
аи аи п 
аи = (Чиа За 
то будетъ справедливо, при тЪхъ же обозначеняхъ, равенство: 


рН, (= ди ; 42 -- с фл у) в 


Для этого замфтимъ, что такъ какъ 4’и есть функщя оть хи у, то его дифферен- 
цалъ выразится формулою: 


(м Ни. —_ (4) 4х +2 и (4 14) ау; 


значитъ, приходится взять производную по х отъ выраженя, которое пишетея сим- 
волически 


[= 4х 4х о 4 


умножить эту производную на 4х, затЪмъ взять производную отъ того же выражен1я 
по у и умножить ее на ду. Но если умножить то же выражене на 


ах а Ау т у 4 
и написать 
С и в ац Са 3 


то пришлось бы произвести точно таюя же выкладки и самые результаты пибать 


ДИФФЕРЕПЩАЛЬНОЕ ПСЧИСЛЕНЕ 30 
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абсолютно въ томъ же видф. Въ самомъ дЪлЪ, беря производную по х отъ какого- 
нибудь члена, 


АРТ и 


аут 





ата 


и умножая эту производную на 4х, находимъ 


АРТ 


А дат 
ЧхР ЕТ дуй 


ау”, 


что тождественно по виду съ членомъ, который мы получимъ, умноживъ симво- 
лически 


ФРи ан 


ахР ау 








аи | 
на т. 2. Точно такъ же, беря производную по у и умножая ее на (Фи, зам$тимъ, что 
т 


получаемые при этомъ члены будутъ имБть тотъ же видъ, что и члены, получаемые 
Чи 
при умноженн предыдущаго выраженя на я у; такимъ образомъ, выполняя: дъй- 


. . . 1 . 
стве для получен1я полнаго дифференщала фт и, мы пишемъ. таке же члены, какъ 
и при умноженш на 


аи Чи 
—— ах -|- -— ау. 
ах -А у у 
Итакъ, допуская символическое равенство: 
по фи ‚ аи п 
С # — (5 ах Г ау) ; 
заключаемъ, что равнымъ образомъ справедливо символическое равенство: 


и к. [ @4 аи 7 уме 


ар 9 
Ты ди 19) 


8 163, То же самое правило прилагается къ дифференмаламъ функщи отъ ка- 
кого-угодно числа перем нныхъ. Такъ напр., если 


Е ф(х, 9, ©, 7), 
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то совершенно такимъ же в находимъ: 


и 


Фи = (1% а=-- ду-|- № п ае-- ра, 


при чемъ степень, какъ и въ предыдущемъ примЪрЪ, понимается символически, 

$ 164. Необходимо замЪтить, что если функщя зависить отъ нфеколькихъ пере- 
мфнныхъ, которыя вами изв5етныя функщи отъ  Другихъ перем$нныхъ, принимае- 
мых за независимыя, то предыдупия формулы не приложимы. 

ДЪйствительно, пусть, напр., 


и = (р, 4), 


ГД ри Ч—изветныя функщи отъ двухъ перем$нныхъ 5 и 9. Им$емъ; 


фи — и, —- йа 44. (1) 


На первые дифференщшалы выборъ независимыхъ перем$нныхъ не вщяеть: между 
ними существеннаго различя н$тъ ($ 138); слЗдовательно, можно предположить, что 
риа замфняютЪ хи у. Но если требуется вычислить 4?и, то не нужно забываль, 
что такимъ образомъ обозначается дифференщалъ’ отъ Чи, когда х и у приписываются 
снова безконечно-малыя приращетя, равныя тЪмъ, которыя они уже получили. Этимъ 
‚ равнымъ приращенямъ соотвфтетвуютъ, вообще говоря, неравныя приращен:я какъ 
для р, такъ и для (, и, значитъ, при дифференцированши выражешя (1) для соста- 
вленя 4и нельзя разсматривать (р и 94, какъ постоянныя; иначе говоря, 


ИТ, Чи а 
Чи = 4»? 2 ра 444 | ` 24 ся 4-Е а о. 7 44. 
Продолжая такимъ же образомъ дал$е, придемъ къ сложнымъ и р$дко употребляю- 
щимся формуламъ. 


ПрРоизвоДнНыЫяЯ ВЫСШАГО ПОРЯДКА ОТЪ НЕЯВНЫХЪ ФУНКЦ!Й 


$ 165. Предыдущпя разсужденя даютъ возможность вычислять производныя выс- 
шаго порядка отъ неявныхъ функшй съ н$еколькими перем$нными; наиболЪе про- 
стой и употребительный методъ заключается въ составлейи полнатго дифференщала 
той функщи, отъ которой желательно имфть частныя производныя: этими производ- 
ными будутъ коэффищенты при различныхъ степеняхъ дифференщаловъ независимыхъ 
перемфнныхъ, раздфленные соотвфтственно на извёстные численные множители. 
Достаточно одного примфра, чтобы вполнф разъяснить этотъ методъ. Пусть 


8=$(%, а), 
у = 4(х, а). ` 


50* 
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22 425 у 
Требуется вывести изъ этихъ уравнений - г пя Ц Для этого вычисляемъ (2, 


принимая 4х и ау за постоянныя; получится выражеве вида: 


фз — Аа” -- 2Вахау | Сау?, 


и, слфдовательно, будемъ имЪть: 


Фе 2 (2 
а “’ Чу ^^ а? 


Замфчая, что 4?т и 4?у равны нулю, а 42% не нуль, изъ данныхъ уравнейй вы- 
ВОДИМЪ: 


4: = ЧР 4 ее. Ча, 


ду = : 4%-|- т Ча, 





я т Что | - 99 о 





с да | 47 
О, 9.9 9. 





Исключая изъ этихъ уравненй 44 и 4?а, получимъ для 42 выражене искомаго вида 
и задача будетъ р5шена. Такимъ образомъ находимъ: 








От И С Е (5: т 
2 = 41 ахаз (4% \ Г 4? @ аа | гаь\ г“ (ау\2 ах Г /а%\3\ ах] |? 
(а) = (=) @& (& 
4$ (2 


422 __ да? 42 ао? 
д Та 4 145 8? 
сх — 

ду 2 (а \ 

Фе _ о @ — 24% ат |404 4 

ахау — 42? (12) \? ^ дз (5) да а (2 } 





42) ‘а ) 


Тотъ же методъ можно примфнить къ вычисленио производныхъ болфе высшаго 
порядка, но результаты будутъ получаться все сложнЪе и сложнЪе. . 
5 166. Также можно искать производныя отъ г въ послфдовательномъ порядкЪ, вы- 


водя ихъ одну изъ другой. Въ самомъ дБлЪ, дифференцируя оба данныхъ уравнемя 
по д и разсматривая у, какъ постоянную, находимъ. 


42 _ 814 4 
ЕР = и Г а 
_ 4; 4 4 


— г аа 44? 


157 


к. а 
откуда, по исключен ее 
4 
42 __ ‘+ 94 @ 
а а и (2,9). 
Ча 


ГБ же уравнемя, дифференцированныя по у, даютъ: 


41 








Ч _ п @ 41 
Ч 4х ау? 
—_ 4% 4 
а ау? 
откуда 
42 _ __ @ Ее а) 
ау И = а ео 2. ( у 957 
2 


Такъ какъ р и 9— извБетныя функщи отъ хи о, то достаточно замфнить въ послф- 
довательномъ порядкв въ этихъ формулахь функшю х на Ф, И затЪмъ на о.„, чтобы 
Получить И И та т.-е.. вторыя производныя отъ 2. Такимъ образомъ 
| 4х ? Чу’ ах ау’ “*^ : 

находимъ: 


а 
Чр д _ ат ах 


ах а а 4%? 
да 





Ир 
др _ аа 
а 4’ 
4х 
м _ в 
4 4’ 
аа 
49, 


44 __ а _ 4% а 


4 2 4 ` 
Ча 





4 8 
Замфтимъ, что производныя ^^ и ча представляютъ, и та, и другая, -——; слБдо- 


ау ах  ахау? 
вательно, он равны. Это есть необходимая зависимость между производными оть 
функщй ф, иф.. | 
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Еслибы изъ этихъ формулъ-мы пожелали вывести результаты, полученные выше, 
то нужно было бы выполнить лишь указанныя здесь дифференцирован!я по хи по 9 
функщй ©, и 5.. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Если въ функци у = (5) давать перемБиной х послфдовательныя значения: +, 
х-й. 1... Л -Л.,... ип обозначать при этомъ соотвтствепныя значешя у черезь 
| А"у 
у, У, У. --., У, то предфломъ отношен!я т... й, будетъ 7-ая производная отъ 4, когда Л,, 
й.,...., й, стремятся одновременно къ нулю. 
2. Если конезная и непрерывная функцля отъ 5 обращается въ нуль при зпачешяхт: 2 — 24, 


т —1.,.... Ф-Т, расположеппыхъ въ возрастающемъ или убывающехлъ порядкф, то для веякаго 
значеня 2, содёржащагося межлу д; ит,, 


Еее ел. 


1.2.9 ха. 9 


ТДдБ $’(а) есть значене я-ой производной отъ фуипкщи $ при ифкогоромъ среднемъ значевиг 5 
между х, и х,. Для доказательства этой теоремы замфчаютъ, что 7-ая производная отъ первой 


части уравнен1н: 


4(5) — А(х — х,)(х — 1.)...(5—<,) =0, 
имБющаго при всяхомъ А корни 2, 2......2„, равная 


9"(1) — 1.2.3... п, 


обращаетел въ нуль для нЪкотораго значешя х, лежащаго между 7, и х,, если А таково, что 
допускаетт, еше (2 -- 1)-ый в”. для этого уравнен1л въ тёхъ же пред$лахт.. 


т 


3. Представить выражеше ———— и. подъ видомъ: 


А. $'(е”) -- А’ ф’(е”) |... А,%”(е”), 


т.-е. вычнелить коэффищенты 4, А.....А„, не зависялие оть вида функции 9. 
1 + 


7 ® 
5 у 6 || 
4. Вычислить выражен!е к. пн представить его подъ видомъ: 
д 





1 
А 
ел + ет - 1) ке р 
т.-е. опредфлить ностоянныя А,, А.,..., Аж. 


. (к) 
5. Выражене = есть вида: 
ии 


А+ Е А. 8 т в №)" 


вайти постоянныя А, А.,..., А, 
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6. Полагая 
--- в 
8 — 272 9? 2 
нмБемъ: 


1.2.3...7605 | -- Гагоапя Е | 


) 


2 
РЕ И И Е 
(9-9) 2 
а 1.2.3...2760$ | (Фи 1) агфаля 9 
— # 
ду” Е и 28 1 ? 
. (-у’) 2 

ры, .11.2.8.. оя-- у |@и--З)аговаиа 2 | 
а 5] 7% Е 
фр? ( ) (22 г 3/2)" 1 


7. Юслн 2 есть функщя отъ х и 9, опред$ляемая двумя уравневями: 


—ах -- у$(а) + Е(<), 
О=- 9$9'(@) ЕЕ), 


то, каковы бы ни были фупкщи $(а) и Ра), 
вез Фа (#2 
412 4у?  \ахау!` 


8. Если 
д 
ор ие Зи ое 
722 -|- 9? -|- 23 ) 


В — Е ) 
я-утг 
ых & 
Тож я 
ц 0} = а? -| 62 -{- 12, и если фувкщя у, разсмалриваемая какъ функщя отъ х, 9, $, удовлетворяетт 


уравнен!ю: 
24, 
42 Гал ' 47“ 


то, разоматривая у какъ функщю отъ а, В, 1, будемъ им$тЬ: 


2)“, 


Ок ВЕ 


а Та та 


ГЛАВА СЕДЬМАЯ 


Замфна перемфнныхъ 


Влиян1Е НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМЪННОЙ НА ДИФФЕРЕНЦАЛЫ ЦОРЯДКА 
ВЫШЕ ПЕРВАГО 


$ 167. Когда разсматриваютъ дифференщалы перваго порядка, выборъ незави- 
симой перемфнной безразличенъ, и нётъ никакой необходимости говорить’о немъ. 
Если приходится замфнить эту перем$нную другою, связанною съ нею какимъ-ни- 
будь образомъ, то дифференщальныя выраженя не изм$нятся. Иное дфло — дифде- 
реншалы выешаго порядка; чтобы второй дифференщалъ 4`у им$лъ опредфленный 
смыслъ, необходимо указать независимую перем$нную, вел5детне чего часто пишутъ, 


? 
если х есть эта перем нная, 7:24 вм5ето болЪе простого, но менЪфе яснаго 4?9. 


Возьмемъ для прим$ра функшю у = 2*; считая х за независимую перем$нную, 
имЪемъ: 


ду = 4х3ах, Фу = 13л?ах', 


Принимая теперь за Не Ве перем$нную 42? и обозначая ее черезъ и,. будемъ 
имЪть: 


Е бе ии, Фу —= Зам”. 
Отсюда, зам$няя и и Аи ихъ значенями черезъ х и 4х, находимъ: 
ау == 4а?ах, 4?у = 8л?ах'. 


Итакъ, 4у осталось безъ перем$ны, а Фу уже измфнилось. 

8 168. Смыслъ только-что отм$ченнаго факта очень прость. Кютда прини- 
мается х за независимую перем$нную, 4х — постоянная величина, а когда вводится, 
вмфето прежней новая независимая перемЁфнная, дифференщалъ ‘которой разематри- 
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вается какъ постоянная, 4х является перем$нною и дифференщалъ произведе- 
ня © (2) будетъ другой. 

В1› выбранномъ выше прим$р$ мы положили 52° =и и, слБдовательно, =; 
[ХТ 





: В 28 
БъЪ такомъ случаЪ 41 = = — и " 4и!?. Значитъ, если продифференцировать 


рун 
выражене: 


(у —= Ах3Цх, 
то будемъ имЪть: 
у = 1217447 — 42734?х = 81745?, 


что совпадаетъ съ полученнымъ выше результатомъ; кромф того, отеюда усматри- 
вается яснфе, почему у не равно боле 12:5*174л? и въ чемъ его отлише отъ прежняго. 


ЗАМБНА НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМЪННОЙ 


$ 169. Если разсматривается функщшя у отъ перемфнной х и эта перемБнная 
принимается за независимую, то дифференшалы 4у, 4*у, 4у являются вполн$ опре- 
дЪленными (8 133) Предположимъ теперь, что за независимую перем$нную требуется 
принять нфкоторую новую перем$нную & связанную съ х извфетнымъ образомъ; ка- 
ковы будутъ соотношешя, связывающ1я дифференщалы ау, @у,..., Фу съ дифде- 
ренщшалами у, взятыми при этомъ нсвомъ предположени? Чтобы отв$тить на этотъ 
вопросъ, условимся обозначать дифференшалы, взятые при 4х постоянномъ, черезъ 
у, Фу, ине Ту, а дифференщалы, взятые .по независимой перемфнной (, по- 
прежнему, буквою 4 безъ всякаго указателя, такъ что 4’у будетъ выражать п-ый 
дифференшалъ при 4 постоянномъ. Прозводная отъ у по х выразится, какъ мы ви- 


(1 х ы Е 
дЪли (8 48), черезъ я ‚ какова бы ни была независимая перемфнная. Пусть # бу- 


детъ эта перем$нная; ищемъ вторую производную отъь у по х. Для этого нужно диф- 
ференцировать предыдущую дробь и ея дифференщалъ раздЪфлить на 4х; такимъ 
образомъ, для этой второй производной находимъ выраженйе: 


аха3у — дух 
2х 


у 
423? 
независимая перем$нная, дифференщаль отъ второй производной и дЪфлимъ его на ах: 


Точно такъ же, чтобы получить третью производную беремъ, какова бы ни была 


 41*Фу — азау@ — зазух -- Зауая (фт). 
427 " 
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сл5довательно, искомыя формулы будуть: 


3 фиах — «РоЧу 
Пе 


> 


я 
Чу Е (2 
Эти формулы даютъ возможность выбрать независимую перем8нную по своему же- 
ланю, или, что не рЪдко боле выгодно, оставить независимую перем$нную неопре- 
дБленною. | 

$ 170. Въ каждомъ приложени необходимо пользоваться уравненемъ, связываю- 
щимъ съ х новую независимую перем$нную, и вычислять дифференщалы 4х, @%,... 


въ функщи отъ этой новой перемфнной, вполнЪ произвольной по нашимъ формуламъ. 
Раземотримъ, напр., уравненйе: 


| | 1) 
42° 1—2 ах 1-2 } (1) 


въ которомъ требуется положить х = со$! и { принять за независимую перем$нную. 
По общей формул это уравнене приметъ видъ: 


Гут — ахау х *ау.: у 


73 жа 1-ж- 





и независимая перем$нная станетъ произвольною. Полагая х = 08{ и замфчая, что 
421 —= 0, выводимъ: | 


4х —=— в 41 =— — воза: 


сл$довательно, уравнеше (1), посл неболылихъ упрощей, перейдетъ въ слфдующее: 
27 
ав-Ну=о0. 


8 171. Въ н$которыхъ случаяхъ обше методы привели бы къ сложнымъ выклад- 
камъ, которыхъ можно избфжать съ помощю частныхъ премовъ. Въ качеств при- 


{”°. 


: У 
м$ра приведемъ преобразоваше выражешя 2” тя} когда вмфето х вводится незави- 
т | 





симая перемфнная $ опред$ляемая изъ уравнея х = ©, дающаго — = 








вы“ 
Им$емъ: 
а и  ( | А Е НЕ Е. 
(7 п и аа р" РаН О 
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откуда 











4” д” т 1 
Ч (= = — прп у ых й-1 ь 
ах” ад” 








Полагая п = 1, выводимъ: 





а Фу _ (4 ду _ [4 Чу. 
2 пая [44—12 =(%-—09: 


значить, полагая послдовательно п = 9, и=3,..., легко приходимъ къ общей 
формул: . 


ом рей о 4 Чу 
нь). 


напр., при п = 3, получаемъ: 








О С ($ ( А 


м) 
= 
< 
-- 
1х 
= 


$ 172. Сдфлаемъ здесь одно замфчане, полезное во многихъ случаяхъ. Когда 
независимая перем$нная остается неопред$ленною, мы сохраняемъ право выбрать ее 
посл6 и, притомъ, совершенно произвольно. Поэтому, если въ найденныхъ формулахъ 
положимъ 4х —=0, то мы получимъ выражен1я, къ которымъ пришли бы непосред- 
ственно, принявъ 1 за независимую перем$нную; дал$е, вводя въ этихъ формулахъ 
вмЪфсто независимой перем$нной х произвольную перем5нную & мы должны снова 
придти къ первоначальнымъ формуламъ; если этого не случится, то навфрное въ вы- 
числен1яхъ сдф5лана ошибка. 

Пусть, напр., при рёшеви задачи на кривую, заданную уравнешемъ у = ®(х), 
мы нашли для нфкоторой длины, опредБляемой геометрически, выражене: 


1 _ 945фу- ау 
а аж ав 


при чемъ еще не сд$ланъ выборъ независимой перем$нной. Положивъ теперь 4х = 0, 
получимъ: 


1 9449 
а 94-4 ` 


21* 
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Чтобы отсюда вернуться къ общей формулЪ, когда независимая перем$нная какая- 
угодно, нужно замфнить 414 черезъ аха*у — 4у4?х; въ такомъ случа найдемъ: 


1 _ 4х4 — аут 
а я-а 


Этотъ результатъ не совпадаетъ сь первоначальною формулою, что невозможно; зна- 
читъ, не точны ТЪ, неизвЪетныя намъ, выкладки, которыя привели къ ней. 


ОДНОВРЕМЕННАЯ ЗАМЪ$НА ВСЪХЪ ПЕРЕМЪННЫХЪ 


$ 173. Иногда представляется случай сд$лать въ формул замфну всЪхъ пере- 
м5нныхъ и поставить вмфсто нихъ друйя, находянияся съ первыми въ данной зави- 
симости; это, напр., случается въ задачахъ при переход® отъ прямолинейныхъ коор- 
динать къ полярнымъ. Въ такихъ случаяхъ вопросъ сводится къ р5шен!ю сл$дующей 
общей задачи: | 

дано, что у есть функшя оть 5; подставеть вмЪфето этихъ перем$нныхъ двъЪ 
новыя и и $, представляюцая изв$стныя функши отъ первыхъ, и выразить диффе- 
ренталы хи у въ функщи отъ дифференщаловъ новыхъ перемфнныхъ ци и ‘. 

Для р5шен1я этого вопроса необходимо сначала приготовить данную формулу 
къ преобразованшю такимъ образомъ, чтобы независимая перем$нная была бы произ- 
вольна; для этой цфли достаточно вычислить ах, ду, а?т, 424, 

Очевидно имфемъ: 


= ан _ Чт | Чт, 
45 =. Чи — ет т ау — т, Чи | а; 4. (1) 


Эти уравнен!я даютъь дифференшалы перваго порядка 4х и ау: дЪйствительно, 
: дх ах ау ау 
такъ какъ хиу даны въ функщи отъ ии $, то можно —, —_, ——, -_ разсматри- 
и ’ а’ аи?’ № | 
вать, какъ извфстныя, полученныя или непосредетвеннымъ дифференцирован!емъ, или 
съ помощью метода дифференцированя неявныхъ функшй въ томъ случаЪ, когда 
и и т задаются двумя уравненями, не рёшенными относительно хи у. 


Дифференцируя уравнения (1), находимъ: 


4х — ан ея иде оф — 2. Чи +9 ‚- 925, 
Я: 





р Я, и 1 У 72 к. 
а У — диз @и 2 ть Чи | = аз 40 РН Фи — 2 @'8; 


. @х 41 ах 44 4 у | 
и т. д. Значения 2» дир? я» Я ри к я ‚ д. ВЫЧисляются непосредственно, если 





хиу даны явно въ функщи отъ чи %; въ противномъ же случаб—при помощи 
изв5стныхъ методовъ дифференцироватя неявныхъ функшй. 
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Особенно эта теоря имфетъ прим$нете ьъ приложени дифференщальнаго исчис- 
леня къ геометрии. Пусть, напр., 


(41? -- ау?) _ 
— @ибу — дух 


есть выражене н$которой длины; требуется найти выражен!е, въ которое обратится В 
посл замфны въ немъ х и у новыми перемёнными р и ®, опредфляемыми изъ 
уравненй: 


д — 660$%, 


1] — 08. 
Принимая ‹ за независимую перем$нную, будемъ имЪть: 


4х — 460$ — о фо, Чу — аозто —- ресзф@®, 
х — 46 605% — 240 $ПФ% — осс$ Фо, 
Фу —= 46 $ЗтШо —— ар с0$ 4 — оо? 


@, посл$ подстановки, 


а (46 | ры?) 
с`а%? -- 2аь"4® — о @о4® 

$ 174. Пуеть требуется въ формул принять перем$нную, которая все время 
разсматривалась какъ неопредфленная, за независимую; въ Такомъ случа$, если она 
представляетъ одну изъ буквъ, входящихъ въ вычисленшя, вс$ ея дифференщалы по- 
рядка выше перваго приравниваются нулю, а если эта новая перем$нная входитъ 
въ вычислен1я неявно, то нужно поступить иначе. 


Въ послЪднемъ случа$Б составляютъ второй дифференщалъ отъ этой независимой 
перем$нной и приравниваютъ его нулю; тогда между различными дифференщалами 
буквъ, входящихъ въ разсматриваемое выражене, получится зависимость, съ помощью 
которой можно его подвергнуть безчисленному множеству преобразован. Возьмемъ, 
напр., выражене: 


З 
_ _ @ ал» 
В = дух — аха?у (1) 


и примемъ за независимую перем5нную функщю $ отъ 4 и у, опред$ляемую урав- 
нешемъ: | 


45? — 427 —- ау"; (2) 
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$, Какъ извфетно (8 118), есть дуга кривой, координатами точекъ которой служатъ 


х пу. Праравнивая 45 нулю, находимъ равенство: 


0 —= 424*х — ауа-у, 


при помощи котораго можно многими способами преобразовать выражение (1), поел 


чего это посл днее приметъ видъ: 





(аа рее [#9 
1 _ 445 _ 4х Фу ах 1 4$ а8* ит ным 4 | 45° | [= 45° 
в 44 @34°_ @3 \ аи | Г 489 — ду 


зем 48 


р 1 
Для ббльшаго изящества возвышаютъ —5 въ квадратъ: 











г = (4) = у\? в) (<=) `ах ау ах Фу 
а 


а): \4$/ (а ``@5 @$ а5° 45°, 


а такъ какъ въ силу соотношеня (3) 

















2 в 4$ @5 а = 2 |4 г] =) = 9 1) = 4$ 9] 1 \ "45 48? 
ТО 
1 - [4% \?2 т. мы (9 \2 ыы (2 | (у -- (5% (6%) 
Л — 48) ат 8] а] Г аз) а] 1 5) \45) 
ИЛИ 








в= (4) + (4) (а) (8) |= (&#) +). 


Должно замЪфтить, что выражене В въ функши производныхъ отъ хи у, взятыхъ 
по $, неопредФленно; въ самомъ дЪфлЪ, между этими производными существуютъ со- 
отношентя, и два выражен1я, содержалия ихъ, могутъ быть равносильными, не будучи 


тождественными. 


$ 175. Когда получена формула, въ которой за независимую все время прини- 
малась перемЁнная, опредфленная такъ, какъ указано въ предыдущемъ параграфЪ, 
то можно поставить себф задачу перейти, съ помощью этой формулы, къ общему 
случаю, гдЪ независимая перем$нная была бы совершенно произвольною. Этоть во- 
проеъ отличается оть рёшеннаго въ $ 169-мъ. Въ самомъ дфлЪ, здЪеь производныя 
взяты по перемфнной 3, которая вмфстЪ со своими дифференщалами должна исчез- 


нуть изъ окончательнаго результата. Если дано, напр., уравнение: 





Е (=) (#) 
2 — \48 48°]: 
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гл 
45° — 45? —— ау?, 
то по формуламъ 8 169-го получится: 


59 208 — 208 |- 


(Фуа; — @уа’ 3). 
1 ($° ) 








` (2) 


] 
мы же хотимъ получить выражене для.—> безъ 5, въ функши исключительно отъ 


хи у. 
Относительно выбраннаго примфра ограничимся указатемъ хода необходимых 
выкладокъ. 


р я 
Чтобы преобразовать формулу (2), достаточно вычислить ет И ыы но, такъ какъ 
(5? — 457? —- Чу?, 
то 
ах __ 4х 
45 У 42? - ау 
с = о 2 
в Уаз т 4х(аха?х - ди?) 
лак, С Уд -+ а’  _ Фар — атауту . 
45? @3 Я = 4$(4х? -- Чу”) (+) ' 


точно такъ же 


у _ Фуах — ахдау?х 


1 (азарт ‘ 
СлЪдовательно, 
(#2) ‚ (49 *_ (4хау’ — ахауа?иу-- (4?уах? — ахдау?х)? 
48°] т \а*] о аа 
_ __ @?ау ах? -- ау”) - Фу’ахж(ал” -- ау) — Заххау у (а + ау“) __ 


(47 -- ау? 
__ (ахфу — ауа`%)* 
а -ау} › 


что представляетъ весьма изв$стную формулу. 


СЛУЧАЙ МНОГИХ". НЕЗАВИСИМЫХЪ ПЕРЕМЪННЫХЪ 


$ 176. Если въ функщи отъ многихъ перем$нныхъ эти послфде!я замфняются 
новыми, то производныя отъ преобразованной такимъ образомъ функщи могутъ быть 
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вычислены при помощи соотношенй, съ которыми мы сейчасъ познакомимся и 
которыя даютъ возможность вывести изъ нихъ производныя отъ функщи въ ея 
первоначальномъ видЪ. 

Раземотримъ сначала, для большей простоты, функшю 2 отъ двухъ перемённыхъ: 


— р 


(т, У). 


``, 
=” 
р й 


-о 


Пусть и п г.будутъ дв новыя перемф$нныя, связанныя съ хи у двумя данными 
уравненями, при чемъ не исключается, конечно, случай, когда одно изъ этихъ урав- 


ненй есть и =х или г=у п, слфдовательно, будетъ замБнена только одна изъ пере- 
мфннныхъ, отъ которыхъ завнеитъ функшя 2. 
Если д и у— независимыя перем$нныя, дифференщалы 42, 42, @432,... являются 


вполн5 опред$ленными п ихъ выражен1е было дано какъ въ функши оть ах и ау, 
такъ и въ функши отъ дифференталовъ Ан, 4, и, 4*,... Отождествлете этихъ 
выражен!й дастъ намъ искомыя соотношеня. 


Им$емъ: 
а ‚ @2 
(2 ны ее Цх В аи у, 
42 — Че ди -— 42 Ч 


Эти два выраженля 42 должны быть тождественны посл% замфны ан и 4 ихъ значен1ями: 


Чи де Фу, 


= 4х ' ау 


а. 
(1.5 ' Чу 


Дъйствительно, тогда оба выражен!я 42 будутъ вида Рах-—- ау и такъ какъ оба они 
предетавляютъ, съ точностью до безконечно-малыхъ второго порядка, приращене 
функщи 2, то ихъ разность должна быть безконечно-малою второго порядка. ЗамЗчая 
же, что 4х и Чу — дв безконечно-малыя перваго порядка, не зависяпая одна отъ 
другой, выводимъ, что эта разность строго равна нулю. 

Изъ такого тождества вытекаетъ: 


42 __ 42 Ч4и ‚ 4 4 


ах аи 42 | а а’ м 
42 _ 42 аи | 42 4 (1) 


у” аи Чу Га а' 


Эти уравнен1я р$ёшаютъ вопросъ для случая производныхъ перваго порядка. Произ- 
олныя Е. Е ИЕ 
ня 42? Чу? Чл? ау 


ныя; получаются он изъ данныхъ уравнен!, связывающих и и г съдх и у. 


‚ входяцая сюда, должны быть разсматриваемы, какъ извЪст- 
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Замфтимьъ, что каждое изъ уравневй (1) можеть быть выписано, какъ прямое 
олфдетне изъ правила дифференцирования (8 58) сложныхъ функшй. 

3 177. Сравнеше двухъ различныхъ выраженй 42 дасть производныя второго 

2 04 (8 

ах?’ Чтау? ау? 

ие ах и Чу, какъь постоянныя, имЪфемъ: 


порядка = въ функши отъ производныхъ, взятыхъ по перем ннымъ цв и г. 


фе ‚ азау -- 57“ ук (1) 
2. Я г 12 ты в с 2 а 
Е ди? Чи нь в Е р м (2) 
кром$ того, 
| и аи у @% 
— Чи 7.1 ЧИ | не 9 СФ 9 
Чи — я - ах -— -й Чу,  48== я ах — пи Чу, 
Фи И да “. : ахау 128 ве 4, 4% — о ето 29 аут 9 ау 
ча “т и ет. 8“ › а '  ахау ^ Ут ду?“ ° 


Уравнене (2) посл подстановки въ него этихъ значенй приметь видъ: 
22 — Аал” -- 2Вахау —- Сау?; 
сравнивая съ уравнешемъ (1), заключаемъ, что 


р э 2 
Фа _. Фё _ 22 


Не № ат ЩИ 


тд$ 4, Б, С — извЪетныя функщи отъь И В, 6 и отъ производныхъ 
— 42?’ Чиа? а? аи?’ 4 

и И 9, взятыхъ пох И У. 

Тотъ же методъ, очевидно, распространяется на  производныя третьяго и высшихъ 
порядковъ. 

$ 178. По предыдущему методу опредфляются за-разъ, изъ одного равенства, 
всЪ производныя одного и того же порядка. Впрочемъ, можетъ. понадобиться выражене 
только одной производной, — тогда находятъ болБе удобнымъ опред$лять ее непо- 
средственно и отдфльно. 


Предположимъ, напр., что при данныхь предыдущаго параграфа требуется вы- 
[8 ъ- 

ЧИСЛиИТЬ 

Ей ху ° 

Сначала, по. теори сложныхъ функшЯ, пишемъ: 


42 _ 42 аи | 42 4 


ал Чи ах ее Ч ах. 


> 
г 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНГЕ 


170 


У 
“Г 


Чтобы получить нужно взять производныя отъ обфихъ пастей этого равенства 


ахау ’ 
по у, т.-е. написать: 


‚ 942 


— ———— —Ш—=— —ыыН ——-- 


2 а [95 Чи ‚ 4 Фын : @ [42=\ 4 


Чхау ау ‘Чи! йе т Чи Илау | ау Че ас г 4 исаи › 
при этомъ и (=) И т. могутъ в вычислены по общей формулЪ: 
р Чу \4и Чу [5 | у — р: 


42 __ 43 Чи т, (о 4. 


Чу аи ау | - № Чи › 
такимъ образомъ находимъ: 


@ё __ 2 Чи аи | Ф2 (аи а | ‘аи 42\ | 2 4 4 ‚ 42 аи, а а 


—> = -—— — ——— — —— ——ы—- 


Чхау аи ах ау Г диз \@х ау. Г ау ах аз | Г а? ах Чу Г ац ахау Г ав ахау_ 





ТБ же принципы прилагаются къ преобразованю производныхъ отъ функши съ 
большимъ числомъ независимыхъ перемф$нныхъ; н$фтъ никакой необходимости оста- 
навливаться на этомъ. Нриложевшя въ дальнфйшихъ параграфахь не оставятъ м$5ета 
какимъ-либо затруднетямъ. 


СЛУЧАЙ ЗАМЪНЫ ФУНКЦ!И 


$ 179. Когда уравнеше связываетъ н%феколько перем$нныхъ, каждая изъ нихъ 
можетъ быть разсмотр%на, какъ функщя отъ веЪхъ остальныхъ, и часто въ течени 
одной и ТОЙ Же выкладки считается полезнымъ замнить не только независимыя 
перемфнныя, но еще и функщи, которыя отъ нихъ зависятъ и вмфето которыхь 
вводятся въ такомъ случа новыя функщи, евязанныя съ первыми данными со- 
отношенями. 

Путь 2 есть функшя отъ хи 9. Предположимъ сначала, что требуется подета- 
вить сюда новую функцию 1 отъ двухъ новыхъ перемфнныхъ и и $, при чемъ ч, $, 
связаны, конечно, съ х, у, г тремя данными уравнетями. 


ИмЪемъ: 
дк ‚4 4-5 ‚ЧЕ, 
„Чи и а + ы „у ет Е а: Ее 4 и, (1: 4х ыы т ау р 
4 — “а т ау =: ‹ = = ы 1. @ 4 4: ЧЕ ит ат 1 49) 
сел5довательно, 


(неа) | 2+ 


__ Гаш [4ы ‚ аиаг` 
| Фе | (= Гар а 
| аи ау а 
О 
' 4% Е Тв ау) | 49. 


Ни) 
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съ другой же стороны 


о ЕО = (9-99) ее Чу. 


(о = -— (2 — 
' ау Е 42‘ ах ' Че 4л Чи Г 42 ду] 

Приравнивая другъ другу коэффищенты при 4х и ау въ этихъ двухь значеняхъ 4, 
получаемъ уравнегя: 


= (9% ‚ 4 2\ ; а (4% | 4542) 
Чр | ага  ач (ал | 42 Ч] ! 45 [> ' 2 ах/!? 
Чо, шаг _ а (Чи, аи а2\ | @0 [42 ‚ Фа 
Чу ' 2 ау аи\Чу ' аз ау] ' 4 На 
Че 2 (4 (#0 


р И ду ВЪ функщи отъ т. и 7.. Друмя производ- 


ныя, входящя въ ихъ выражения, именно “^, @ 4 4 
) ходяЩ р ? 7? аг? ах? Че ?°` 


сматриваемы какъ данныя, такъ какъ и, 9, ш — изв5стныя функщи отъ 5, уи2 
Такъ же составляемъ двЪ формулы для 4: 


даюция возможность выразить 


., Должны быть раз- 





ар 2% ды (24) Е ыы 20 о де - г юпа Е с 4% о, 
= а Чи 4ь ? 
ы :. 0 5 и а: д т р ко 20. ут 0. 
Фи =б а "Ра у ЧУ Г ду" Ее 2 а. 4х 2 эта; 9/42 д; 92". 


Если замфнить аи, 45, аи, 4% и 4*2 ихъ НИИ въ функщи отъь ах и Чу, то 
0б$ формулы примутъ видъ: 


26 —= Раз? —- 2 дахау —- Вау”. 


Пользуясь теперь ихъ тождественностью, напишемъ три уравненя, изъ которыхъ 


(22 42 2 
д? ) ажау И я МОГУТЪ быть вычислены въ функции ОТЪ производныхЪ 2; ВЗЯТЫХЪ 


по ки $. Мы не будемъ останавливаться на этихъ слиШкомЪ сложныхъ и не иНте- 
ресныхъ выкладкахъ. | 


ПримБры 


$ 180. Преобразовать выражен!е: 


Фо | Фи, 4 
а Г Чу? Г =? 


зам$нивъ въ немъ три прямоугольныя координаты х, у, = тремя новыми прямоуголь- 
ными координатами а’, у, 2, связанными съ’ первыми посредствомъ равенству: 


уаз, ужа у- са, ау, 
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при чемъ девять коэффищентовь а, р, са, 6, е, а", 0", с’ связаны между собою 
известными соотношенями, которымъ удовлетворяютъ косинусы угловъ, образуемыхъ 
попарно осями об$ихъ прямоугольныхъ системъ. ЗамЪтимъ, что соотношен!я, связы- 
ваюция прежн1я перем$нныя съ новыми, всЪ первой степени, — поэтому 4х, ау, а: 
будуть постоянными одновременно съ (4х, 4у, 42; значитъ, мы въ прав писать: 




















2% ‚4% 1.2 о [к ра. 1 
и = т "— а22 92 о ладу ахау —— - 772 9242 2 у ка ” ауаг 
4: ‘и г Ч. т, 0 
2 желе > | | { р = ] 2 


кромЪ того, 
ах — ах -- 0о4у-—- саг, ау =аах ау с4:, а =а’ах ау саг... 
Подставляемъ эти значен1я во вторую часть предыдущаго уравневя и приравниваемъ 


другь другу коэффишенты при подобныхъ членахъ въ обоихъ выражеюяхъ 41, 
тождественно равныхъ между собою вел$дстые произвольности 4х, @у, 42; находимъ: 











5 2 9 2 0 | по 4% Го 2% а" Ро ги 9 
=“ уе ат“ ат 2аа а’ау’ -Г 2а дар “Ча ау’ › 
4% ь 2 0 | ро 4% у о, 94% р" 2% „ @% 
ау? Е? т т Чу’? | р Ч? Г 200 ата — 205 С ат’'аг” 256 ‘ау’? 
(29 к „8 025 < 72 (2% 1 „М2 (2% 


т, 4% @% то. (12% с" фо 
тб акт Д-Р пет т 200 пиар 266 и 7266 деду 


СлБдовательно, принимая во внимане соотношен!я, связываюция девять коэффищен- 
товъ, имБемъ: | 


9 | а® | а Фу | а , 4% 


42? 1 4? ТГ аб” ат ау? Г аз? 
$ 181. Преобразовать выражене: 
42% 


Не и. ) 


« 


въ которомъ © обозначаетъ какую-угодно функшю отъ хи у, замфнивъ х и у пере- 
мфнными 7 и 0, связанными съ первыми посредствомъ равенствъ: 


2 — 'с050, у —= 78110, 


равносильныхъ 


г = 2-9, 6 — агобарс & 








ИмъЪемь. 
[у 
2 ки. корж С В 
4=9 -з 427 "аа 49 атау — я 
2. 40 72 
г — Ч 1 Ня 
кромБ того, 
а сах -- у4у 
у ) 
(тах -— уау} 
2 А 
29 — о авы 7 — (7 —- и’) (ах — 
Я = 
429 — — 2(хах -- уду) (хау — ух) 
(у) 


и, сл5довательно, 


2: — 4% (ах -- у4у)* о 


7? и ке 4749 





“у (хау — у4х)? 
ая Жо т Чт 


7-3 


Приравнивая другъ другу коэффищенты при 42? и 4у? 


49 — 


(ау — 94! 45 
49 
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-о 


{1 
т „фт ‚--® 428. 


ху — ух 
у ’ 


Чу?) — (хах —- уу) 
3:3 


(Чу — ат) 
=———>, 


о — 1?) Ахау — ху (ау? — 417") 


(ее у 


4% (12° — у?) ахау -- ху(ау — а ии 


33 


(11° — 2?) ахду — ху (Чл — 4х?) 
7+ г 


въ обоихъ выражешяхь 425, 


пишемъ: 
Фо Фрай оу Фо | Фо, Фу | уе 
4х? 47 73 ага ‘ам гар гм’: 
Фо _ Фо у Эду Фо | Фра" | ах Зуб 
ду" а? 7? хз ЧтаЧ Г а? Т агз 7 43’ 
откуда 
Фо, Фо 0 | Фот 1 
ах ' ал а” о (4 92 г а` 
8 182. Преобразовать выражен!е: 
фе, 4% | @% 
Ч. | Тя Г д=; 


сдфлавъ переходъ отъ координать х, у, 2 
выми посредствомъ равенствъ: 


2=р6(30, 1=—05310608%, 


къ полярнымъ о, 0, %, связаннымъ съ пер- 


у — 03110311 %. 


ВИ 


Вводимъ сначала вспомогательную перемфнную х, равную произведеню рз119; 
тогда р и © замнятъ вполн$ х и у, и такъ какъ 


х —= ге0$%, 9) —= г&1%, 





значить, заданное выражене приметъ видъ: 





2 2 7: 
ао 
та рат ай 


ЗамЪтимъ теперь, что ги 2, при данномъ %, будутъ двумя прямоугольными коорди- 
натами, относительно которыхъ р и 6 можно принять за полярныя, т.-е. написать: 








Фо | а% 1425 -1 а2 
о 
‚ 42? вт ЩИ =) | р? 9? Ч о ф` 
Сл$довательно, 
о, 40 | Фу 4%, 14 ны 1 4% 1 42 1 4 
ОЕ РЕН 
4х ' ау? Рая 12 — 46? РЯ о гг 7? Г 7 т р @° (4} 





0 > З 
Остается вычислить д;; Не слфдуеть забывать, что при вычиеслени этой производ- 


ной % и 2 разсматриваются какъ постоянныя; э въ такомъ случаЪ зависитъ отъ 
риби 


а 4 4 ‚, а а 
— 4 ат Г Ча’. 


Дал$е, такъ какъ 2 постоянно, уравнеше рс''50 —2 даетъ: 
— р5п 048 -- с05046 = 0. 
откуда 
сю 
т — рбапо6. 
Кром того, изъ уравнен1я рт = выводимъ: ® 6% нЕ 


арзт 6 - = ре0506 = а, 





р 0 | : 
ар $10 в (г, ИЛИ ры 8116. 
{2159 (у 
Наконецъ, заключаемъ: 
@ 9109 059 И 4 @8 в | 4% 059. 
Ч 0198 р Ч аг` ТА аб. 


(1% 
уравнете (4), посл зам5ны въ немъ г и -— ихь значенями, переходитъ. въ урав- 


у 
ненте: 


г, 9 4 


Фо | Фо | 1 [4% ие 1, > (3: 
м 


417 42? (9? 9] м 6251129 (1? 


$ 183. Приложимъ общие методы къ тому случаю, когда прямолинейные коорди- 
наты х, у, 2 зам5няются тремя перем$нными о, о,, р., Которымъ Лямэ, часто и пло-. 
дотворно ими пользовавпийся, далъ назвав1е системы криволинейныхь координат. 
Пусть 


$, у, )=р, 3%, У, Э=р, 3х, У, =, 


будутъ уравнен1я трехъ системь поверхностей, перес$кающихся подъ прямымъ угломъ 
и дБлящихъ пространство на безчисленное множество безконечно-малыхъ прямоуголь- 
ныхъ Параллелепипедовъ; каждой системЪ значенй параметровъ р, р,, р, соотв$т- 
ствуютъ три поверхности, которыя, по предположению, перес$каютея подъ прямымъ 
угломъ въ точкЪ, такъ же хорошо опредЗляемой значешями р, р, р., какъ и значе- 
шями х, у, г. Эти параметры образуютъ систему криволинейтыхль координать. 

Лямэ съ большою пользою ввелъ въ вычиеслевня, относяпаляся къ этой теори, 
три функщи й, /., й,, опредБляемыя изъ уравненй: 


ро 4 2 Фо й Ч 2 
} = (=) ат и: 
2 __ [461 т: 9) 
й ‚= (@) + (@ Ее (и 
рз __ (465 \? р» \? р. \? 
ие = (а) + (%) + (#) - 


Эти функщи не измЪняются, въ чемъ не трудно убфдиться, отъ зам$ны координать 


х, у, = другими прямолинейными прямоугольными координатами. Это, впрочемъ, вы- 


текаетъ непосредственно изъ того, что т. т, т представляють ($ 125) ребра па- 
: йо 





раллелепипеда, ограниченнато шестью поверхностями, соотвтетвующими значенямъ 
р, р-|- 46, р.) р, -- @р,, р, р. ар, нашихъ параметровъ; измФрев!я же такого пари 
лепипеда не могутъ измфняться вмЪстЪ съ направленемъ осей; 
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ЗамЪтивъ это, постараемся сначала выразить производныя отъ х, у, 2, взятыя 
по р, р,, о, вЪ функши отъ производныхъ р, р,, р., взятыхъ по 2, у, г. Пишемъ: 











= $ Чх —- т (К ПРЕ 4 = 92, 
Ч ! | о 
Пр е Че -г © Чу -Г -7.. 42, (2) 
— 4%. | е. т 165 х 
Я == я Их — ау - Е =. 


Чтобы вывести изъ этихъ уравнев1й производныя отъ х, у, 2, взятыя по о, р, р., 


рЬшаемъ ихъ относительно дифференщаловъ (4х, ду, 9:. Если принять во внимание, 


1 42 1 4 14 1 4 р | 
Что -- т и ЧЕ а суть косинусы угловъ, составляемыхъ (8 96) съ 








осями координатъ нормалями къ тремъ нашимъ поверхностямъ, которыя, по пред- 
ноложеню, образуютъ прямоугольную систему, то увидимъ, что для рёшевя урав- 
ней (2) достаточно ихъ сложить, предварительно умноживъ въ послфдовательномъ 


1 4 1 4. 1 42 1 42 14 1 4 

порядкф сначала на 1; 4; 18 а: ? а ах ЗАТЬМЪ На Ц, аду, ду 

на > № 1 4% 1 № тТокимь об азомъ находимъ: 
12 42’ 12 а? № 42° р д 


и, наконецъ, 


ах Е И (о Ч ьз Ы в. Фо Бь 2 4 246, 


п а РГ а а т 72 ах 





1 Фот ау ТТ 4 
44) = 1? ау 45 в “ан ЧР а 9 Ч. 
. 1 ие Ро ‚1 
Е ПОР а Аб ЧЕ 0 














бе д.“ Ч аа в 
ф  Йй ах? Фа 11 ах’ фо, 10 ах? 
9—1 Чт 4 1 4 
4 1 ау’ д 11 ау? 4. № ау’ 
42 _ 1 4 42 __ 1 4 42 __ 1 4 








Ч, 18 42? Ч 42’ Ча 1 42. 


Впрочемъ, эти формулы можно доказать непосредственно. Въ самомъ дфлЪ, замфчаемъ, 
. ах - 
что произведене ря 4, представляетъ безконечно-малое приращен]е перем$нной х, когда 


при 6, и р, постоянныхъ р получаетъ лриращене 4. Значитъ, это произведет!е есть 
преэкщя на ось Х-овъ безконечно-малой нормали, содержащейся между поверхностями, 


соотвётетвующими параметрамъ р и р 4р, и равной (8 125) по длинЪ и А такъ 
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какъ кослнусь угда, составляемаго этою нормалью съ осью Х-овъ, выражается (8 96} про- 


{ (и 
изведенемь ‚7: 
м 
4х Фо 
—— (6 — 5 
№ г ’ 
или, по сокращении на 4, 
НВ И 


Ф ^ 2 ах 
5 184. Бычислимъ теперь въ функши отъ координатъ 6, о., р, сумму 


Фо, Фо , 4% 
ТО | 





которой Лямэ далъ назватше параметра второю зюрядка функши ч. 
Прежде всего этотъ параметръ выражается легко черезъь таве же ‚параметры 
отъ перем$нныхъ р, р,, р.. Въ самомъ дфлЪ, имфемъ: 


4 _ @ ФФ | 4 а Чи Фр. 

их  Ф ах ' ам ах ' 4 ах? 

Фо @6 [46 40 [ 41)? 9% ее) 
а 4’ ах } т а? \ а] вы Фо 











Фо Ч Ч о ЧФ 42 4 , 




















42] ^ аа ах ах Г ^ ара ах ах г 
38 у 4 аа, 45 40, а ФФ | 4 Фь 


























^ од, ах ах | 4 ат Т а. а? ТГ 4. ая? 
фо 4% 
такъ же составляемъ Чу? И 42} складывая веЪ эти вторыя производныя и принимая 

во вниман!е, что поверхности взаимно-перпендикулярны, находимъ: 
о Ноа, пои И ЧО Е) 
Ч7 1 ау Г 42 Чо а | п дз ' ах | ут‘ 427] ! 

Фо | м в \ 32 фо р (> _ 6 г. 8): 

а ‘ а \' Е ГТГ а \ ат ап т а] 


слфдовательно, параметръ второго порядка функцш о выраженъ въ функющи отъ о, р,, р. 
и отъ параметровъ этихъ трехъ функшй, которые мы теперь и постараемся отыскать. 

8 185. Поверхности, выражаемыя уравневями: о == с0п36., р, == 60186., 0, == 60108%., 
перес$каются взаимно подъ прямымъ угломъ, независимо отъ значевмй тфхъ постоян- 
ныхъ, которымъ приравнены р, р,, 0., И косинусы угдловъ, образуемыхъ тремя ихъ 
нормалями въ какой-нибудь точкЪ съ осями Л, У, 5, будуть: 


1 4 1 (6 1 
7’ Ту’ 14’ 

1 4 1 ее, 1 (2, 
1%’ 4’ 42? 

Г 6 1 @ 1 4. 


1. 2’ Ъ 4’ ТЪ 45. 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕН]Е 23 
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Между этими девятью количествами, какъ между косинусами тутловъ, образуемыхъ 


попарно осями двухъ прямоугольныхъ системъ, существуютъ слфдуюция весьма 
изв$етныя соотношения: 


4 _ 1П [4 № _ 46: 4.\ 
ах аз ау аи а] 


фо й [45, 4. — 49, 4.) 


—— 





те Ла \ @х аа 42 ах]? 
Фа [в 
42 пы \ ау ах ад ау] 
Фр: __ Й! [т Ч Фо 4? \ 


И” Че У бу ВЕР 








Чу” № \ах ав = а ах 
в; _ Я (52 ф_ __ аз Ч 


ар __ №: [45 4 6. о 
} 





42 №. \4у 1. ща 


ов) 
4х 1. 








465 __ № [@ а, 4 45 \ 


ду 1. \ аз а2 аг ах]: 


45 _ №2 (9 4 @р @р1\ 


а Ш. \ау ад аз ау) 











а? а о 
Выводимъ изъ этихъ формулъ ду о И ие г дифференцируя 5 а ПО 9, а зат5мъ ‘Чу По 2 Х, 


и полученные результаты приравниваемъ другъ другу: 


| й 
й Е. р» Фр: 45. | вы 6) Ты 


7.7» у — а 


деду ау ау? 42 42 ау Чу ауа2] ду \42 ау @9 42] - 





1 
реб Ро бы ды вы ты, "т, (46 бе _ 4 4) 


— Тр. \ ая 42 а24х ах ! ахаха» аё ат ах \ ах а 42 ах 























или же, перенеся вс члены въ первую часть и придавъ и вычтя, для большей сим- 
метри, еще н$которые, взаимно уничтожаюнщиеся, напишемъ: 














й Гав. [46 ‚ а 9) 453 (ФГ р: | 9) |+ . 


ть [42 д таз га) а \а гар Гар] | — 





, 


| 








(1 19а С а а: “в 2 46 д 462 
(1 а2 _г_ 95 т: а,“ "а: ) _ а Я.” ав НВ ар," 42 | зе 


ах Ш ТГ и 42 42 ах ат 7% ау ' 42 42 






| да - И Е р й. 
р | 4 ( р. Пай» г д № | ЧР ль ) @р. [4 СЫ |. Ч Ли | Фр пад) а 
г | 4г \@д ах \ ау Ау ' 42 4 42 ‘ах ах ыы ау а ТГ 42 4 7-9 
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на основани же формулъ 8 183-го, а также равенства: 


а9и о Я р Ч | 29 
42 ах, ‘42 ау а 42 42 __ а 
_ах ав. Г ау 4. 1 @2 ф — ро 











это уравнете перейдетъ въ сл5дующее: 
с Е 


й р [@'2 ! 26 ф% ро ро [а 91 | (ы 01 Е (9 01 2 
1. | \4? Г ау | а 42 \@5? Тау? 1 аг $ 1 а = г 4, 
|, й 
р. 41 2 14 Е 7. Й5 __ 65 12 . 1.15 —0 
тт а2 а а 1 4 о “ 

















Точно такъ же получимъ два другихъ: 
д 41 д 


й_ | ар: [Ф р ‚1: Фр | @%\ _ а Фр ФР, че) - Ех ау о о 
й.й. | \ах? Гар | 42? } ау (7 | ау? ‚| д а 45. ны Фр, т 
_й_ й 


фо 7. 4 Л. 
| ода 1/89 а 2 г — 0), 




















у * 4 4! 4 




















р. де 
й | (6 эр: Ф на __ @25 (ен | РИИЕ Ф ча) + |. 72 ве — р 2 №, 
р.йь | ах \ 422 Г 4у? | 4] аз \4е Г 421 > в | 
% и 
1 @р т 1.75 __ 0 ро 14й 0. 
' 4х * 4. ах 1 а, ^^ ° 


40 4 с 4 
Умноживъ эти три уравнен1я соотвфтетвенно на Зее ди? 2 и сложивъ, найдемъ, 


посл всфхъ упрощенйй, 


























х ИЙ 
| о. авы й. С 
13 \ ах‘ ау | 47] '. 4 ее 
Такъ же, умноживъ ихь на Ср. ба найдемъ: 
у 42) ау’ ах? : 
ПТь, 
а Фо | 4 в ЕД (Г и) | ее йа. 0: 
12 \ ат Та т @] го 4 | 
точно такимъ же образомъ: 
й1й5 
1 (9% т + и) ен 0 
и \ Че 1 пу | о ге" 


180 
ь . 0, 4%, а 
Принимая во внимане эти уравненя, можемъ теперь выражене ее Ира, 
4 < 


найденное въ $8 184-мъ, написать въ слБдующемъ видЪ: 





й 7 й: 
Чей Мы” и 8] 2 «(5 д 9 Л.Й С Дый | 
/ га м ФИГ 


1 


у 
42% ° 420 (21: 21° Феи ь 
7 а И ЧТ" 4 ` фр ет т 





Е № 


Ре 40 я д> % _ 4. 











или, ‘что То же самое, въ видъ: . 








й 4 7 а 1. @8 \ 
по с, (Еф, а, а 
ее ь —1й.й, \ — -ы т я 2 


ат? | а Г 42? 


такъ что взаимно-перпендикулярныя поверх- 


Если р, р,, р, — полярныя координаты, 
черезъ 0 и +, которыми обыкновенно выра- 


ности суть сферы, то, замБняя о, И р, 
жаются двЪ угловыя координаты, бе 


— 26058, 
Е р5#16 6054, 
/ — 0511 051%; 


отсюда 


 — атсфат 2 >, 
# 


И у 


9 — а1'сс05 


Такъ какъ разстояне между двумя безконечно-близкими точками есть 


дя — ар -- рав -- рева, 





то 
в и а: 
= В = то т 
и, слБдовательно, 
4% ‚ @% = | 4\. а@а/1 4 \ 
4 1 — 2 ава (1 зщ) -- 9 8 (816 | м [7 | 


что вполн$ совпадаеть съ результатомъ, найденнымъ въ 8 182-мъ. 
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УПРАЖНЕНИЯ 


| 2 3 
1. Доказать, что при 5х = с0$# уразвнеше (1 — 22) Гу —х ду + а?у =0 перейдетъ въ и -- 
4х Чт [71 
++ а2у = 0. | 
2. Преобразовать уравнене: 
и _@ 
Ч ^= 


полагая х -|- у=а, 4 —у=В и разематривая 2 какъ функщю отъ а и В. 
3. Если 2 есть фувкщя отъ хи 9, то, полагая 


Г з - : 
42 ие 2 —- — 5 р $, и=рх 9—2 


ен —— Е ее; — — 7 —__ — ——_ 
4х КУ т п ’ ах4у ’ а" 
и принимая 22 и 0 за независнмыя перем5нныя, будемъ им$ть: 


Чи _ Чи __ и _ Фи _ — 5 и _ т 
р—^ в-* аня ша н- аня 

4. Если 9(7, у, 2) =6, $.(х, у, 2) = в, $(х, у, 2) =в. — уравнен1я трехъ групиъь взапмно- 
перпендикузярныхъ поверхностей и, сл5довательно, р, р., 6.. образуютъ систему криволннейныхь 
координатъ, то опредфлитель системы функц о, 61, р., составленный по перем$ннымъ #х, у, #, отъ 
которыхъ он зависяттъ, равенъ произведен1ю 171./., въ которомъ буквы пмФють значене, ука- 
занное въ $8 183-мт, 

5. Если 0, р?, 63 — три всегда вещественныхъ корня уравнения: 








И, 
то, полагая 
Чи — Е Е аа. а аа ба 
ИУ) — 2) И— (61 — 62) (1 — с) У (в: — 27) (23 — с) 
заключаемъ, что уравнене: 
Фе, 4% @% 0 


(2? Г ду?" де — 
равносильно 
с сай о 
(21 — 65) дз 68) диз Е (Р 2) а 


6. Если положить 


1 


боя ——— и | 
Ут =и, И1-=—5=% Ен 
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то уравнене: 


(22 (8 12 
Е ща 
ду — (2) даа — р 
перейлетъ въ 
422. 81 
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ГЛАВА ВОСЬМАЯ 


Составлене дифференщальныхъ уравненй 


ОПРЕДЪЬЛЕН!1Е ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНЫХЪ УРАВНЕН!Й 


$ 186. Всякое уравнене, представляющее зависимость между функщею и ея про- 
изводными, называютъ дифферениальнымь уравнетемь. Мы уже имЪли случай (8 146) поль- 
зоваться дифферентшальными уравнешями для разыскатя производныхъ оть н%- 
которыхъ функц. Уравнен1я этого рода есть одинъ изъ важнЪйшихь отдфловъ ма- 
тематики, подлежащихъ нашему изсл$дован!ю. 

Тъмъ, что функщя отъ н$которой перем$нной дана, еще не опредфляетея диф- 
ференщальное уравнене, которому удовлетворяетъь эта функщя. Въ самомъ дЪлЪ, 
пусть будетъ дано уравнене у = $(5); дифференцируя его, пишемъ: 4 — (2) вся- 


а: 
кая комбинащя этихъ двухъ уравнен!й дастъ соотношен!е между хуи я, т.-е. диф- 


Ференщальное уравнен1е, которому у удовлетворитъ. Такъ, напр., дифференцируя 
функцию: 


2 — 2 
находимЪъ: 
ау ных Эе2х . 
Др К”: 


эти же два уравненя даютъ соотношеня: 


в ау к а ау \? ду\? 5 @ 
Чт == 29, я. НУ = 3е*, (32) = ве", и) =, 


къ которымъ можно, очевидно, прибавить безчисленное множество другихъ. Если въ 
этихъ уравненмяхъ принимать у за неизв$стную, то они будуть имфть общее р5- 


` 


184 


шен!е у=— е?*; кромЪ того, каждое изъ нихъ можеть имЪть и, дЪйствительно, имЪетъ 
безчисленное множество другихъ рфшенйй. 

$ 187. Можно поставить себ задачею комбинировать уравнеше, опред$ляющее 
функшю, съ уравнешемъ, изъ котораго узнается производная этой самой функши, 
такимъ образомъ, чтобы удовлетворить нФкоторому условю, имфющемуся въ виду 
при дальнфйшемъ изслфдовани. Неопредзленностью‘ подобнаго дфйствя пользуются, 
напр., для удалешя изъ даннаго выражетя функши, не желательной въ дифферен- 
шальномь уравнен!и, какъ-то радикала, синуса, показательной функши, п т. п. 

Пусть, напр-, дано уравненйе: 


у= [+(<%)". 


Выводимъ: 


ау к 2 
дз = 19) [4 "— 


слЪдовательно, по исключени «(х)”, 


у 





ах __ ту’ (т) 
у — 31) 
Если дано, напр., уравнеше: 
9 —- У т — 2? > 
то 

у 

Чх __ 

у 1—2’ 


гд$ уже н$тъь радикала. 
Пусть будеть еще 


/ —= $11 5(2). 


Выводимъ: 


Чу _ 


1 ` 
1; = 60$ 5(2).3 (5); 


исключая тригонометричеекмя функщи $1$(5) и с0$%(х), находимъ: 





1 ()= 
Ут 90 4 а 
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Можно много привести подобныхъ примфровъ, но мы здфеь лишь еще разъ на- 
помнимЪ, что дифференщальное уравнене, которому удовлетворяетъ данная функщя, 
по самой природ своей неопредфленно. Воть почему, какъ мы только-что видфли, 
можно самый видъ его подчинить извЪетнымъ услов1ямъ. 


Исключен!Е ПОСТОЯННЫХЪ 


$ 188. Если функшя содержитъ въ своемъ выражен произвольную постоянную, 
то можно составить дифференцальное уравнене безъ этой постоянной, которому дан- 
ная функшя будетъ однако удовлетворять. Задача всегда возможна и опредвленна. 
Въ самомъ дЪлЪ, пусть будетъ дано уравнете: - 


Е(х, у, а) =0, | (1) 
въ которомъ « обозначаетъ произвольную постоянную. Дифференцируемъ его: 


аЕ ‚ аЕ ау _ 
ах Г Чу аа — ее (2) 


исключая а изъ уравнеюй (1) и (3), находимъ искомое дифференцальное уравнене. 
Это уравнете можно найти и другимъ путемъ: стоитъ только, напр., рёшить урав- 
неше (1) относительно а и, представивъ его подъ видомъ: 


е(х, Г) — а, 


продифференцировать; тотда постоянная исключится непосредственно н получится 
уравнен!е: 


49 |, @4$4у _ п 
4% А дуах ‘` 


Вообще, прежде ч$мъ приступить къ дифференцирован1ю, данное уравнене 
можно преобразовать какимъ-угодно образомъ; исключене постоянной а можетъ быть 
произведено посредствомъ весьма различныхъ выкладокъ, но конечный результатъ бу- 
детъ одинъ и тоть же во всфхъ случаяхъ. Въ самомъ дфлЪ, когда намъ дано: 


Е(х, у, а) =0, (1) 


гд$ а«— произвольно, мы въ прав выбрать по своему желан!ю значеше для хи со- 
отвфтственное значен!е для у, а разъ выборъ ед$ланъ, уравнене (1) опредфлитъь а и 


: #1 
не будетъ болфе ничего произвольнаго въ выражеши у черезъ 2; значитъ, > является 
4 
вполнъ опредфленнымъ. Такъ какъ производная к опред$ленна при данныхъ # и у, 
& 
то соотношене, связывающее х, у и я ‚ очевидно, также опред$ленное и должно 


являться однимъ и тёмъ же при всякомъ способф получения. 
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8 189. Когда уравнене съ двумя перемфнными х и у содержитьъ нЪ$еколько 
произвольныхъ постоянныхъ, ихъ можно исключить и составить дифференщальное 
уравнене, въ которое онЪф болЪе не входятъ, но за то придется ввести ровно столько 
послФдовательныхъ производныхъ оть /у, сколько было постоянныхъ. 

Пусть будеть дано уравнене: 


Ех, и, СХ Оба) =0, (1) 


гд5 С.. С., ..., С, обозначаютъ произвольныя постоянныя. Дифференцируя ' разъ 
подъ рядъ, составимъ я новыхъ уравнеюй, которыя вмЪстф съ даннымъ дадутъ воз- 
можность исключить я Постоянныхъ. Но той же пфли мы можемъ достигнуть мно- 
гими другими путями. Въ самомь дЪлЪ, можно преобразовать уравнене (1) до диф- 
ференцирован1я; можно также преобразовать какимъ-утодно способомъ тЪ изъ урав- 
ненй, которыя вытекаютъ изъ дифференцироватя уравнеря (1), подставляя до новаго 
еще дифференцироваюя на м$сто какого-нибудь одного изъ нихъ результатъ его 
комбинироватя со всеми предшествующими. Можно, напр., исключить постоянную С, 
изъ уразненя (1) и его производной, затЪмъ исключить (С, изъ полученнаго такимъ 
образомъ дифференщальнаго уравнен1я и его производной, и такъ продолжать до тёхъ 
поръ, пока не будутъ исключены всф постоянныя. Весьма замфчательно, что вс$ эти 
методы хотя и требуютъ сильно различающихся между собою выкладокъ, но приво- 
дяЯть въ одному и тому же конечному результату Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ урав- 
нене (1) содержитъ и различныхъ постоянныхъ произвольныхъ, то можно, при дан- 
номъ значени х, выбрать по своему желан]ю соотв$тетвенныя значеня для у и его 

4у @у а"—1 | 
(*— 1) ре производныхъ 2? да’ *-° Же чт 


постоянныхъ. и 9 является опред$ленною функшею отъ х; слфдовательно, производная 





Но эти п уелоый опредляютъ и 


1 опред$ленна. Такъ какъ эта л-ая производная опредфленна при данныхъ 
х 

ау 4"—1у. 
7, Ут: '- 3 тж: ТО уравнене, связывающее ее съ этими количествами, также 


опред$ленно и должно являться однимъ и т5мъ же при всякомъ способЪ его полученая. 
$ 190. Чтобы дать примръ исключен!я постоянныхъ, составимъ дифференщаль- 


ное уравнене третьяго порядка, которому удовлетворяетъь функщя у, опредёляемая ИЗЪ 
уравнен1я: 


(фт (у— 6) = 


выражающаго вс$ круги, нанесенные на плоскости. 
Дифференцируемъ три раза: 


и :—0=0 
= у) --1=0, 


ду 
5 2+3 да = 0; 
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исключая изъ двухъ послфднихъ уравнеюий (у— 0), находимъ: 


__‚ [44\2] 99 „ау [94 
Я (4) [4 — За (ам) =0, 


что и предетавляетъ искомое дифферентальное уравнение. 


Исключекн!Е ПОСТОЯННЫХЪ ВЪ УРАВНЕН!И СЪ НЪСКОЛЬКИМИ НЕЗАВИСИМЫМИ 
ПЕРЕМЪННЫМИ 


$ 191. Дифференцироване даетъ возможность точно такъ же исключить постоян- 
ныя изъ уравненмя, въ которое входить функщя отъ нфеколькихъ перем$нныхъ, какъ 
и въ случа только съ одною независимою нерем$нною. 

Пусть будетъ дано уравнение: 


Ф (т, у, а. 6, #2) = 0, 


опредБляющее 2, какъ функщю отъ 5, у и отъ двухь постоянныхъ произвольныхъ. 
Лифференцируя по х, затБмъ по у, получаемъ два уравненя, которыя вмфетБ съ 
даннымъ даютъ возможность исключить аи 0. 

Вводя производныя второго порядка, ры ый я ‚ мы МОЖемъ исключить ПЯТЬ 
постоянныхъ; введя производныя третьяго порядка, исключили бы девять ‘постоян-. 
НЫХЪ, И Т. Д. 

8 192. Существуетъ весьма важное различ1е между уравненмями, полученными 
такъ, какъ только что указано, и уравнемями, вытекающими изъ исключешя по- 
стоянныхъ въ уравненяхъ только съ одною независимою перем$нною. ДЪйствительно, 
ВЪ этомъ послБднемъ случаЪ полученное уравнете имфетъ ту же степень общности, 
какъ и данное, и можетъ всецфло его замфнять. Точно такъ же, какь оно было 
выведено изъ перваго, это посл$днее можетъ быть выведено изъ него, какъ изъ исход- 
наго. Это— теорема интегральнаго исчисленя, доказательства которой зд$еь привести 
мы не можемъ, но которая будетъ разобрана нами поздн$е; впрочемъ, можно видЪть 
теперь же, что все это совершенно иначе въ случаЪ двухъ или н5сколькихъ независи- 
мыхъ перемённыхъ: уравнене въ частныхъ производныхъ отъ функщи гораздо в 
общее, чЁ$мъ то, изъ котораго оно получено. 

Въ самомъ дЪлЪ, раземотримъ уравнеше вида: 


Ф(т, у, а, 6, 2) =0. (1) 


_  Беря посл$довательныя производныя по х и по у, мы можемъ. составать` два 
уравнен1я перваго порядка, три второго, четыре третьяго, и т. д. Такимъ образомъ, 


еели понадобится ввести производныя второго’ порядка, то у насъ будетъ шесть 


р. 2 
уравненйй между т, у, >, < а ре тя, т которыя, по исключени постоян- 


э4* 
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ныхъ а и Ь, дадуть четыре уравнен1я между этими различными количествами. Пзъ 
42 
Чу’ 
лучить только два уравнев!я второго порядка, дифференцируя по х и по у. Присоедн- 
нивъ сюда данное, будемъ имфть только три уравнешя вместо четырехъ; сл$дова- 
тельно, разсматривая производныя до второго порядка включительно, видимъ, что 
уравнеше (1) подчиняетъ ихъ большему числу услоый, чфмъ дифференщальное урав- 
нен1е, выводимое изъ (1). Разлище усилится, если перейдемъ къ производнымъ третьяго 
порядка. Данное уравнетше, дифференцированное по х и по у до третьяго порядка 


: 42 аё 428 22 42: 432 
включительно, дастъ десять соотношений между фх, у, 2, 45’ ди’ а’ ата › а > аа, 


5 @2 03 ь 
== 52 _ 5 9з- — И г { - 7 
Чу › Ча? ат двумя постоянными; такимъ образомъ будетъ восемь соотношений, 


дифферентальнаго же уравненя между т, у, 2, Ч › наоборотъ, мы можемъ по- 


независимыхъ отъ постоянныхъ, между х, у, 2 и производными отъ 2 до третьяго 
порядка включительно. Беря же за исходную точку дифференщальное уравневте, 
освобожденное отъ постоянныхъ, выводимъ два уравневя второго порядка и три 
третьяго, что составитъ всего шесть соотношен1й между т$ми же производными, кото- 
рыя первообразное уравнене подчиняетъ восьми соотношенямъ. Одно это сближеше 
показываетъ, что дифференщальное уравнеюе предоставляеть функши г ббльший 
просторъ, чБ5мъ первообразное. | 


$ 193. Можно доказать другимъ путемъ, что уравнене, полученное посредствомъ 
исключен1я обфихъ постоянныхъ а и 6 изъ уравнея: 


2(х, у, 2, а. 5) =0 (1) 
% 
и его производныхъ, допускаетъ безчисленное множество рфшевй, не содержащихся 
въ первообразномъ уравнени. Въ самомъ дфлЪ, пусть 


Е (2. $, 2, с , = =0 (2). 
будетъ такое дифференщальное уравнене, которому удовлетворяеть, по предположе- 
ню, функшя 2, выведенная изъ уравнешя (1), каковы бы ни были значевя по- 
стоянныхъ а и 0. Прежде всего замфтимъ, что поверхности, представляемыя уравне- 
_ шемъ (1), имють огибающую, которой каждая изъ нихъ касзется въ точкЪ; уравнеше 
этой огибающей поверхности получается чрезъ исключеше а и 6 изъ уравневя (1) и 
его производныхъ по постояннымъ а и 6. Пусть 


Ув, д=0 (8) 


есть результатъ такого исключеня. Уравненше (3) даетъ для = выражете въх и у, 


удовлетворяющее уравненю (2), потому что въ каждой точк$ огибающей поверхности 


а @2 | ь | 
количества т, у; 2, 9: ф имБютъ т$ же значетя, какъ и для той изъ огибаемыхъ 


поверхностей, которой она касается въ этой точкЪ, а потому соотношете (2), иибющее 
мЪсто для вебхъ точекъ всбхъ огибаемыхъ поверхностей, будеть имфть место и для 
огибающей поверхности. 


1589 


Но можно получить безчисленное множество другихъ уравней, которыя точно 
такъ же будутъ обладать свойствомъ уравнения (3). Въ самомъ д$лЪ, зададимъ между 
постоянными а и 6 произвольное соотношене $ = (а), тогда уравнеше (1) приметъ 
ВИДЪ: 


в, 9, 2, а, [(4)]=0 (4) 


и будетъ содержать всего одинъ параметръ @а, вел$детве чего оно представить рядъ 
поверхностей, огибающая которыхъ касается каждой изъ нихъь не въ одной только 
точк$, а по н$которой лини. Уравненйе этой огибающей явится результатомъ исклю- 
ченя а изъ уравневя (4) и его производной по ‹, и очевидно. что такимъ образомъ 
_ 42 42 
<; Ах? ау 
будутъ тЪ же, что и для соотвЪтетвенно выбранной точки на одной изъ первона- 
чально данныхъ поверхностей; слЪдовательно, уравнен1е (2) удовлетворится функшею 2, 
выведенною изъ этого новаго соотношеня. А такъ какъ введене произвольной функ- 
щи /(а) даетъ возможность получить безчисленное множество различныхъ результа- 
товъ, то, значитъ, уравнеше (1) очень далеко, какъ мы и предвидли, оть общаго 
р$ёшеня дифференщальнаго уравнен1я, которое изъ него выводится. 
$ 194. Пусть, напр., дано: 


получится уравнеюе новой поверхности, для каждой точки которой х, у, 


= -- у; (1) 


выводимЪ.: 
42 __ 42 у. 
то ау — Ь; 
слФдовательно, 
| 2 2 = 
2=2 3. м К, ау о (2) 


‚ Чтобы найти друмя рфшен1я уравнешя (2), полагаемъ 6 = о(а) и исключаемъ а изъ 
уравнен1я: 


2—2 -- уф (а) 4) 
и его производной: | | 0-5 

О—=#-- 9$ (а). . | _ (4) 
Изъ уравнешя (4) заключаемъ, что а воть функция ОТЪ У, ов Ваьи п 


я 
чене а приводитъ уравнене (3) къ виду: 


г=еЕ (3), - е _ © 
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тд Е есть функшя, видъ которой зависитъ отъ функши ©; въ самомъ дЪлЪ, легко 
показать, что, какова бы ни была функшя К, уравнеше (5) удовлетворяеть диффе- 
ренщальному уравнению (2). ДЪйствительно, выводимъ изъ уравневля (5): 


42 я ( ! у 
ЕЕ (8), = (1, 


и, слфдовательно, 


ах `` Учу` 


Поверхности, представляемыя уравненемъ (1), будутъ здфсь плоскости, прохо- 
дяшая черезъ начало. Задавая соотношене между обфими постоянными, получаемъ 
уравнеше плоскости, движущейся вокругь начала по произвольному закону и эта 
плоскость огибаетъ конусъ, уравнене котораго удовлетворяеть дифференщальному 
уравнен1ю совокупности его касательныхъ плоскостей. 


$ 195. Предыдущее рёшете всецфло покоится на геометрическихъ разсуждешяхъ, 
но можно доказать непосредственно, не обращаясь къ теор поверхностей, что урав- 
нене, получаемое чрезъ исключенте 4 изъ 


Е[х, у, 2, а, $(а)]=0 (1) 


АЕ |х, у, &. а. $ (а) 
[ и ‚ Ф(а)| — 0, (9) 


42 42 : : 
даетъ, между с й и ‚о д. 49, 2, То же самое соотношете, что и уравнен!е: 


Е(%, и, г, а, 5) = 0. 


Чтобы на самомъ дБл$ исключить а изъ уравненйй (1) и (2), нужно вывести изъ 
второго значене а ‘въ функщи отъ +4, у, 2 и подставить его въ первое, а чтобы 


: а 4 
получить въ уравненш, вытекающемъ изъ такого исключеня, ах И в нужно про- 


дифференцировать уравненше (1) по 5 и по у, принявъ во внимане, что а, бывшее 
постояннымъ, является теперь перем$ннымъ. Такимъ образомъ будеть: 


а АЕ 42 __ ЧЕ 44 
ах те ‘42 ал ! аа ах 


тать 
а ау те аа ау — 


— 0, 
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. : | ах : 
но выражеше для а таково, что мы имфемъ тождественно р = 0, и предыдущия урав- 
неня приводятся, поэтому, къ уравненямъ: 


ЧЕ, ЧЕ 4 | ЧР, АЕ а? с 


т о ° Чи. аа 


точно такя же уравнен1я получаются и при « постоянномъ. Два же эти уравненя 
можно такъ скомбинировать, чтобы исключить изъ нихъ и изъ даннаго оба коли- 
чества «и 9(4), являющяся перем5нными. Вычисленя будутъ абсолютно тЪ же 
самыя, какъ и вьтомъ случаз, когда эти количества были постоянными и назывались 
аи 65; значитъ, и результатъ будетъ точно такой же, что и требовалось доказать. 

$ 196. Предыдуцшия разсуждеюя мотутъ быть обобщены. Если разсматривать 
_функшю отъ п независимыхъ перем$нныхъ, связанную съ этими и перем$нными 
уравненемъ, содержащимъ я постоянныхъ произвольныхъ, то можно исключить эти 
" постоянныхъ изъ даннаго уравнен!я и производныхъ перваго порядка, взятыхь 
по п независимымъ перем$ннымъ; такимъ образомъ составится дифференщальное 
уравнене перваго порядка, которое, каковы бы ни были постоянныя, будетъ удовле- 
творяться функщей, опред$ляемой даннымъ уравненемъ, и, кромЪ того, безчисленнымъ 
множествомъ другихъ выводимыхъ изъ нея функшй. 

Пусть будетъ дано уравнене: 


А СВ, В ФС, Сы). (1) 


Предположимъ, что между и постоянными С', С.,..., С» выбрано произвольное ихъ 
число. ф и что эти выбранныя разсматриваются, какъ произвольныя функщи отъ 
всфхъ остальныхъ, такъ что уравнеше (1) содержитъ только * —р постоянныхъ; если 
продифференцировать это уравнеше по этимъ п —р постояннымъ, въ послфдователь- 
номъ порядкВ, то можно исключить эти постоянныя ‘изъ составленныхъ такимъ 
образомъ уравнешй и даннаго; результатъ такого исключен!я будетъ уравнеше между 
и, г, 1,..., М; функщя 1 опредляемая изъ этого соотношея, видъ котораго 
зависитъ отъ введенныхъ нами произвольныхъ функщшй, удовлетворить тому же диф- 
ферентальному уравнению, какъ и первоначально данная функщя, содержавшая я 
ПОСТОЯННЫХЪ. 

_ Дфйствительно, разсмотримъ С, С.,..., С, въ уравнеши (1) какъ произвольныя 
функщи отъ остальныхъ постоянныхъ и продифференцируемъ его по постояннымъ 
С ра, Сра,..., С»; такимъ образомъ у насъ будеть п-—_р уравненй. Изъ этихъ 
уравнен!Й выводимъ (С,41, С»+2,..., С‚, Чтобы подставить ихъ въ данное уравнеше, 


Которое будетъ тогда содержать только и, Хх, т.,..., 4%». Можно утверждать, что 


аи аи Чи 


производныя у, д. *** Е. функщя и будуть имфть, для данныхъ значенй 


перем$нныхъ 2,, х.,..., 1„, точно таюя же выражешя въ функщи отъ х,, 2.,...; Я; 
С. С,..., С» какъ и въ томъ случаЪ, когда буквы С, С,,..., С, были постоян- 
ными. Въ самомъ дЪлЪ, если мы послЪ зам$ны въ уравнени (1) Сь41, С,45,.... Сы 


в г 
ихъЪ значенями станемъ его дифференцировать для полученя ——. то намъ придетея _ 


и 
ах! 
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принять во внимане, что буквы С., С.,..., С» не обозначаютъ боле постоянныхъ , 
но предетавляютъ функщи отъ С: 1, Ср+2,..., С», Которыя сами содержатъ 2., %.,..., Жи. 
Уравнен!е, полученное посредствомъ дифференцированя по х,, будетъ тогда: 





ты т ба, 0, 
Нан ат “аб: Ч: Зе ба = 
но, по предположению, выраженя (,-.1, (»+2,..., С, даютъ тождественно: 
АЕ ЧЕ ЧЕ 
эт т, а _-=0,..., за = 9; 
( р--1 @ 'р-2 С 
И уравнен1е приводится къ 
АЕ ЧЕ м |, 
Чт а 
совершенно то же самое получается при С, С,...., С» поетоянныхъ. 
! аи аи Чи 
Поэтому, соотношен1я между и, 2, 4,,..., 4», Че бе *› а: есь ОВ 
тБ же самыя, что и при С, С,,..., С» постоянныхъ, и, слфдовательно, хотя 
С, С.,..., С» яваяютея функщями отъ Са, Сьуе,..., С», а эти поселфдея коли- 
чества, въ сво1о очередь, функщями отъ 5, 1.,..., й,, ихь можно исключить со- 


вершенно одинаково въ обоихъ случаяхъ, потому что результатъ исключев1я не зави- 
ситъ отъ обозначетя исключаемой буквы. Итакъ, всегда будеть одно и то же 
соотношене между функшею и, перем$нными, отъ которыхь она зависитъ, и ея 
производными по этимъ перем$ннымъ. 


Чтобы придать результату наибольшую степень возможной общности, полагаютъ 
произвольное число р равнымъ и — 1. 


Пусть, напр., дана функшя отъ трехъ перем$нныхтъ: 
ха ИУ ! | 1 - 
ТЕ С, т С. =- С, 3 (1) 
исключая постоянныя изъ этого уравневя и его производныхъ по х,, х, и х., находимъ: 


а. О (2) 
Гал Г ах, | Зах, “ | 


Пусть 
и (С! ть . 
С. = 2 (С), С, =9(С,); 
если исключимъ (’ изъ уравненй: 


а См, р 259(С!) —- 2.9(С,), 


(СЕ = (С б 
0—2, 2,9 (С )=- 2. (0), ) 
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то получамъ уравнеше между х,, х,, х. и и, содержащее двЪ$ произвольныя функщи 
о ит, в иритомъ такое, что функщя и, опредБляемая изъ него, удовлетворяетъ 
ураанению (2). 

Ваковы бы ни были функщи 2 и %, изъ (3) выводимъ: 


\ 


(= Е [= =); 


д: ’ 1, 


слЪдовательно, и есть однородная функшя первой степени вида: 


д ‹ м 
ней [2 28; 
7 271 


‚летко убфдиться, что эта функшя удовлетворяетъ уравнен!ю (2). 


ИскяюченихкьяпэрОИЗВОЛЬНЫХЪ ФУНКЦИЙ 


$ 197. Предыдущие выводы позволяютъ думать, что дифференцирован!е даетъ 
возможность не только исключить постоянныя, но и избавиться отъ произвольныхъ 
функшй въ уравнении, которое ихъ содержитъ. Сейчасъ мы докажемъ, что это дЪй- 
ствительно такъ, и сдлаемъ нЪсколько замфчаю!й относительно такого исключения. 

ЗдЪсь не можетъ быть и рфчи о функщяхъ съ одною только перемфнною. 
Присутетне въ уравнети, опредфляющемъ такую функщю, еще нфкоторой произволь- 
ной функши превратило бы первую въ совершенно произвольную и, значитъ, не 
было бы м$ета спещальному изслфдован!ю. | 

Разсмотримъ случай, гдё’ функщя 2 завибитъ отъ двухъ независимыхъ пере- 
м$нныхъ хи у. Произвольныя функши, входяпия въ уравнене, связывающее х, у И 2, 
могуть быть двухъ сортовъ. Разсматриваемое уравнен1е можетъ заключать, подъ зна- 
комъ произвольной функши, данную функщю отъ х, уи 2; такъ, напр., въ уравневти: 


в | жы 3. 2_|_ 2.2 
хуи гу 7) 


ф. обозначаеть произвольную функшю отъ суммы х*-г у? -|- 27. Въ другихъ случаяхъ 
уравнен1е содержитъ одну или нЪеколько произвольныхъ функщЙ отъ количествъ, 
выражен!е которыхъ въ 2, у, 2 измфняется вмфстВ съ самимъ видомъ функщЙ, такъ 
какъ они опред$ляются изъ прочихъ уравненйй, куда входятъ т$ же функщи съ своими 
производными; такъ, напр., въ систем: 


=: (х--«)[у-г ч(а)|, 
‚Ни =0 


исключене «х дастъ между х, уи г соотношете, которое, очевидно, зависить оть 
вида, выбраннаго для произвольной функщи 9(х), но х можетъ быть выражено въ 
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— 
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функщи отъ т, у и 2 только въ томъ случаЪ, если задана эта функшя ©. Такь, 
напр., полагая ©(а«) = а, находимъ: 





| 1 
а принимая 92) = —, ВЫВОДИМЬ: 
ря и * 
и 


значитъ, функщя с ведетъ, въ обоихъ случаяхъ, къ весьма различнымъ выражен1ямъ. 

Ясно, что если уравнеше, связывающее 2 съ хи у, содержитъ п произвольныхъ 
функщй ©,(2,), Ф.(%.), ..., Сб), ТО нужно для ихъ исключеня имфть еще ® другихъ. 
уравнен1й, с›держащихъ тф$ же самыя функщи, при чемъ туда могутъ входить какъ 
ихъ производныя, такъ и самыя перемённыя 9, о 


0) ».э) Об’ .. 
Напр., три уравнетя: 


„. 


ЕВ) 952, 
= $(9) = (8), 


= (а) 92) 





дл» 
А 





даютъ, между х, {и 2, соотношене, зависящее отъ вида функшй © и %. 
$ 198. Разсмотримъ сначала простфйций случай, когда произвольная функция 


берется отъ данной функши перем$нныхъ 2, у и 2 и когда заданное уравнене 
имБетъ видъ: 





г — (и }, | (1) 


при чемъ г и и данныя функщи отъ х, у иё, а < произвольная функшя. 
Беря производную отъ уравненйя (1) по х, затмъ по у, находимъ: 








= 
—— [6 
1 


4х ! аз ах 


(т. | а2 ах 
Де Че а2 щ Чи 42 

С оды г ие (| ыы т 
Чу ' 42 а (") (1, 5 (2 и 


дЪля первое изъ этихъ уравненй на второе, пишемъ: 


ах ‚ @ 42 " 5 (5 49 “), 


-С 





2, 4 Ч, ди а 
4х ‘ 42 4х а 4 45 
46, @ 4 Чи, аи 42› 


9 Га 





па ов о —- - 


ах ау 42 42 а/] 


Че [аи 4 Чи 1% \ 42 [| @ Чи _ а» аи\ _ Чи @ 4% @ 
ее Чу \4х аа 42 ах] а у а 4. 
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Итакъ, каковы бы ни были функщи и и %, это уравнеше содержитъ частныя про- 
2 42 
ыы И, НН 
45 (1) 

$ 199. Раземотримъ, во-вторыхъ, болБе обиий случай, когда функшя 2 опред*- 
ляется системою ^—-1 уравненйй между х, у 2 и Е произвольными функщями, ко- 
торыя должны быть исключены вмфет$ съ лерем$нными, отъ которыхъ онЪ зависят. 

Пусть 2,(,), 2.(“.), ..., ФК) будуть ТБ Е произвольныхъ функшй, которыя 
могутъ входить высот со своими производными въ ^-—-1 данныхъ уравнен!й; начнемъ 


съ вычисленя частныхъ производныхъ с И. въ функши отъ 
р д Чх’ ау’ 44?? ахау? ау? `"’? нА 


ИЗВОДНЫЯ въ первой степени. 


<, /, 2, и функщй 9,(%,), $.(4.), ..., (а) съ ихь производными. Для этого про- 

дифференцируемъ сначала ве уравневая по х, затЪмъ по у, и составимъ такимъ 

(2 42 

а" у’ 

ныя по хи по у от 9, 9, ..., к. ЗНАачиТъЪ, мы можемъ исключить эти производ- 
(2: {2 


ныя И ВЫЧИСЛИТЬ 7. И а" Производныхъ второго порядка отъ --1 данныхъ 


уравнен!й будетъ 3(%-Г 1); он содержатъ, сверхъ 


образомъ 2(&-—-1) новыхь уравненй, содержащихъ, вмфетВ съ производ- 


Фг2 42 а? 


Ча; (7? ахау' производныя перваго 


и второго порядка отъ а, “,,..., %. Если замфнить въ нихъ производныя перваго 
42 492 4 ам 
порядка, д; ‘пу› р» Чи› ---: ИХЪ значешями, выведенными изъ предыдущихъ урав- 


| Фо, а а, 
ненй, и затБмъ исключить 3% производныхъ второго порядка т, дей? ар › ---› ТО 


останется три уравнеюня, изъ которыхъ можно вывести _. т И т. Точно такъ же 
можно опродфлить производныя отъ 2 какого-угодно порядка. Ихъ выражешя будуть 
содержать, вмЪетБ съ х, у, г, функци 32,(,), ©.(я,), ..., (а) и производныя отъ 
этихъ функщй, которыя войдутъ посредствомъ дифференцировашя. Въ самомъ дЪлЪ, 
ясно, что если уравненме содержитъ функшю (а), то производная отъ этого уравненя, 
по той или по другой изъ независимыхъ перем$нныхъ хи у, будетъ содержать $2): 
второе дифференцироване введетъ ©’(х), и т. д. Сл$довательно, вычиеленныя по 
этому способу производныя отъ = до п-го порядка включительно будутъ содержать А 
функщй $,(а,), 9.(*,), ..., 9(%) и ихъ производныя порядка ниже (п-- 1)-го, что 
составить всего (в--1)^ функщй, подлежащихъ исключеню для получеюя искомаго 
соотношеня между 2 и его производными. Вефхъ производныхъ функщй отъ 2, до 
п(®-— 1) 
2 


3-го порядка, вмфет$ съ самою функшею = будетъ п, слфдовательно, ка- 


ково бы ни было №, можно выбрать п достаточно большимъ, чтобы 


и(®-—-1) 
О ве: 


“ 
ей 


Въ такомъ случаЪ число уравневй превзойдеть число исключаемыхъ количествъ и 
самое исключене всегда будетъ возможно. 

$ 200. Если функшя $(х) входить въ уравневе, производная отъ этого урав- 
нешя по х или по у всегда содержитъ х’(=). Отсюда вытекаетъ, что, вообще, всякая 


5% 
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производная отъ = будетъ содержать такую производную отъ функши <, которая не 

входитъ въ производныя низшаго порядка. Но въ н$которыхъ исключительныхъ слу- 

°чаяхъ эта новая функщя, введенная посредствомъ дифференцирован!1я, исчезаетъ при 
исключешяхь и не входить уже въ конечный результатъ. 


Пусть будуть даны, напр., уравнен!я: 


[2/7 — $(х) 2 
' (=) 


-, 
> 





} 
1 — @ — 
| $ (а) 


Дифференцируя эти уравнен1я по х, затфмъ по у, пишемъ: 





‚ее ГУ а) и а 
(х <’ (2 а 
О] 2/1 — - = АХ 4 ` | __ __ ый 
42 __ 2[у (а) | :й (2) аи '(=) [чу $(=) 2% в и 
и $'(2)* ) 
41 (5 
О 4 ее а ‚- 
1 -- ты т ае "а 45 
| Ах " ‹ (2)? = —— 5 


с МЕ о 
& [1-9 | @-ч"оеу96 


ау — $(ау 


Изъ двухъ посл$днихъ равенствъ выводимъ: 


аа __ ча} | 
ах  — 25а}? — [у— 9(2)] 9'(а) 
Ч Ф'(а) 


ау 20а [9—9 (а) › 


а поел подстановки этихъ значенй въ остальныя два равенства получаемтъ: 





42 __ 
Чт  - 
4# _ у— (а). 
= +). 


Итакъ, производная $’(») хотя и входитъ въ уравнен1я, служашия для опред%- 


Е де ЧЕ 
леня производныхъ перваго порядка Я И ау но однако исчезаетъ въ окончатель- 


номъ ихъ выражении. 
8 201. Важно отм$тить, какъ въ предыдущемъ примЪрЪ, бы И когда 


вычислен1е производныхъ отъ 2 не вводитъ новыхъ производныхъ отъ произвольныхъ 
функшй, содержащихся въ данныхъ уравненяхъ. Чтобы понять, каюмя слЪдствя 
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влечеть за собою это обстоятельство въ занимающей насъ теори, докажемъ слЪ- 
лующую теорему: 
Если функщшя г опредБляется двумя уравненями вида: 


(1) 


гдЪ Е, и Е, —данныя функщи, а $(я) — произвольная функшя и исключене функщи 


2 42 

$(2) возможно между производными перваго порядка Я’ И ди’ то уравнен!е между 
#. ба 2 ‚42 0. кт» которому оно приводитъ, первой степени относительно я И С 
И ео ром) риводитъ, перво а “ау? 

42 (6 
всяюмй разъ какъ производныя тать й я содержатъ въ своемъ выражеши функ- 
Щю $ (2). 

| (2 42 | . | а 
Для упрощеюя положимъ =) аи 9) имЪя въ виду отличить такимъ обра- 
аЕ. 

зомъ производную р отъ частной производной р. ВЪ которой я разсматривается 


какъ постоянная, тогда какъ при вычислени р за постоянную принимается у. 
Уравнентя (1), дифференцированныя по х при у постоянномъ, дають: — 


ОЕ, | 9, @& | 

о щ! @ а: | (2) 

А а | ^ 
Чт ' 42 ах’ 


Е. р Е 
ой а представляютъ производныя отъ К, и Ё, по букв а, разематри- 





ваемой какъ перем$нная всюду, куда она входитъ въ ихъ выраженяхъ, т.-е. оди- 
наково какъ въ т5хъ членахъ, гдз она встр$чается одна, такъ и подъ знаками 


ф(я) и 2 (а). 
а 
Приравнивая другъ другу значеня частной производной =, выведенныя изъ 


уравнений (2), находимъ: 


ЧЕ: 
‚Я  аЕ ах. 
— 4 ` а, ' 

аа 


дифференцируя уравневн1я (1) по у при х постоянномъ, получаемъ: 


Ш 4в, @ 
—_ аа Чу 
_ ЧЕ, @ 
аз Чи 
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и, слБдовательно, 


ЧЕ. 
ай а 
1 ЧЕ, 

аз 





Вообще, эти выраженя для р п 4 будутъ содержать $), такъ какъ эта про- 
ы аГ ЧЕ. 
изводная обязательно входитъ п въ а и въ —_: она можеть исчезнуть только 
случайно, являясь общимъ множителемъ для обфихъ производныхъ. Но если этого 
АЕ. 
Е ([2 
вфть, то 2'(х) можно исключить не иначе, какъ вмЪфетф съ дробью —1Е_`› Которая 
1 
(5 
только одна п содержитъ эту производную; результатъ такого исключен1я необходимо 


будетъ: 








— ЧЁ, ЧЕ, 
и (0.5 а" 


Если существуеть соотношен1е между хм, у, 2, р, 4, то возможно далБе исключить 
х, (%) ин 3(а) между этимъ уравненемъ и двумя заданными, не содержащими ни р, 
ни 4, такъ что результатъ необходимо будетъ линейнымъ относительно р и 1. 


Уравненя: 
„__ [УР 
о а) * 
р ИР = 
приводятъ къ состношейю: 
РУ 


42 42 
ве линейному относительно р и 4. ДЬйствительно, производныя эИ Чу’ которыя мы 


изъ нихъ выводимъ, не содержать $’(2), какъ того и требуетъ предыдущая теорема. 


УРАВНЕН1Я ВЪ ЧАСТНЫХЪ ПРОИЗВОДНЫХЪ РАЗЛИЧНЫХЪ КЛАССОВЪ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ 


$ 202. Мы раземотримъ послБдовательно главные классы поверхностей, изел*- 
дованныхъ теометрами. Приложене методовъ, которымъ посвящена эта глава, даетъ 
возможность исключать произвольныя функщи, входяшая въ общее уравнеше поверх- 


ностей, и получать такимъ образомъ дифференщальное уравнене, характеризующее 
каждый классъ. | 
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Цилиндрическя поверхности.—Цилиндрическая поверхность образуется движешемъ 
прямой параллельно нфкоторой неподвижной прямой. Пусть 


& 


С. 


0. 


7 


« 
© 


а, | | 
3] (1) 
| 

будуть уравненя движущейся прямой, гд$ аи 6 — двЪ постоянныя, ах и В — двъ 
перемнныя, связанныя уравнен1емъ, такъ какъ безъ этого услоыя прямая могла бы 
проходить черезъ вс точки пространства и законъ ея движеюня пересталъ бы быть 


опред5леннымъ. 
Итакъ, предположимъ, что 


8= (2). (2) 
при чемъ функшя © — вполнф произвольна и частный видъ ея отличаетъ одну ци- 


линдрическую поверхность отъ другой. Исключая а и В изъ уравневй (1) п (2), 
получаемъ: 





= 9(т — а2); > . (3) 


это — общее уравнене цилиндрическихъ поверхностей. 
Дифференцируя это уравнеше по х, затБмъ по у, находимъ: 





(12 Це 
6. =9(т — а )(1—д 92), 


ь 2 — арх г) 


р ИИ ау’ 


исключая же произвольную функшю ©(х— 42) и дфлая приведеше, выводимъ: 


а с = <: —1, (4) 
что представляеть дифференщальное уравнене всфхь цилиндрическихъ поверхностей, 
производяция которыхъ — параллельны данной прямой. Оно выражаетъ, въ чемъ не 
трудно убБдиться, что касательная плоскость въ каждой точкЪ — параллельна этой 
прямой. 

Чтобы пеключить а и 6 и получить свойство, общее вефмъ цилиндрическимъ 
роверхностямъ и не зависящее отъ направленя производящихъ, нужно продифферен- 
цировать уравнете (4) по х, затЪмъ по у; находимъ: 





„ 2 + Ь 0, Фе | ‚ФЕ 


Па АхЧу - ахау а а’ 0, 
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и, сл$довательно, 


_Ф2 = а. 
(ау _ азау’ 


это уравнене соотв$тетвуеть всфмъ цилиндрическимъ поверхностямъ, но оно со- 
отв$тствуетъь также, какъ мы увидимъ, и безчисленному множеству другихъ по- 
верхностей. 

6 203. Коничесвя поверхности. — Коническая поверхность образуется движешемъ 
прямой, проходящей черезъ неподвижную точку. Если а, 3, 7 — координаты такой 
точки, то уравнетя вращающейся прямой будутъ вида: 


й— 9 — (2 — ) 


) 
| 1 
у— В = (2—1), и) 


гд5 т и п связаны уравнешемъ, такъ какъ безъ этого условя прямая могла бы про- 
ходить черезъ вс точки пространства и законъ ея движемя пересталъ бы быть 
опредЪленнымъ. Итакъ, предположимъ, что 


8 — %(п), (2) 


при чемъ функщя $ — произвольна и видъ ея отличаетъ одну коническую поверх- 
ность отъ другой. Исключая т и п изъ (1) и (2), находимъ общее уравнене кони- 
ческихъ поверхностей: 


ха. 9—8. 
2—1 * р (3) 
дифференцируемъ это уравнев1е по х, затЪмъ по у: 


(2 
9-9 ув УВ 
(2—1? рае’ 
ДЕ 
-“— т, (=) 9-49 


(2—1)? 2—1. (2—1 











&— «4 . 
исключивъ отсюда = 7) и сдфлавъ приведеня, получимъ: 





9. Ах „10— че = Ре (4) 
что представляетъ уравнене въ частныхъ производныхъ коническихъ поверхностей, 
вершина которыхъ имфетъ координатами а, В, 1; оно выражаетъ; въ чемъ не трудно 
убфдиться, что всЪ касательныя плоскости проходятъ черезъ вершину конуса. 
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Чтобы исключить &, 9, { и получить свойство, общее все$мъ коническимъ по- 
верхностямъ и не зависящее отъ положен1я вершины, нужно продифференцировать 
уравнене (4) по х, зат$мъ по у; находимъ: 


Че а2 | 22 42 
ет Эа —9 да, 





42 ет. (Е 422 к" -` 422 
а 9 д, 


2 


У у 
и, сл5довательно, по уничтожени общихъ членовъ и исключени отношен1я ее а 


2 \2 (а (22 
о — а а? 

это уравнете уже было найдено для цилиндрическихъ поверхностей. 

$ 204. Поверхности вращеня. — Поверхности вращеюя образуются вращешемъ 
лини, безъ изм5неюя ея вида, вокругъ неподвижной прямой такимъ образомъ, что 
каждая изъ ея точекъ описываетъ кругъ, плоскость котораго перпендекулярна къ 
этой прямой и центръ его расположенъ на ней. 

Пусть 





< 


е да, +1 ЕнеЧьНьЕ : 
< — 92 р, у—=6 тб] 


будутъ уравнения неподвижной прямой, служащей осью поверхности. Любой изъ этихъ 
круговъ можетъ быть раземотрЪнъ, какъ пересБчеше съ плоскостью, перпендикуляр- 
ною къ прямой, сферы съ центромъ въ произвольной точкЪ этой прямой (напр., въ 
точк$, координаты которой х=т, у=п, 2г=0). Значитъ уравнен1я такого круга 
будуть вида: 


(х т т)? (у ЕЕ н)* 22 =. Р? 
;- . | (1) 


ах бу 2 =, 
при чемъ существуетъ зависимость между Ки Д, безъ которой кругъ могь бы прохо- 


дить черезъ всякую точку пространства и никакой поверхности не получилось бы. 
Итакъ, предположимъ, что 


в — %(1°); (2) 
исключене Хи В изь уравневйй (1) и (2) даетъ: 
и бу 2 = $ [(х — т (ув 27], _ (3) 


что представляетъ общее уравнеше поверхностей вращения. 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕН1Е 36 
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Дифференцируемъ это уравнене по х, затЪмъ по у: 


а-—- $ — 2 [(2— т (у и) =?] |< —т) 2 52 | 
ЧЕ "ГР, о 2 ое ^ 42 . 
ЕЕ — 2х — т (у— в - =? | |(и— 2 т . 


исключая © и дфлая приведен1я, находимъ: 


| ‚ «ай {2 
и— и) — —т)--(и— в — 6) — 2— т) — = 
а(у — п) — (х— т) —- (у— п 02) т, - (@ х-ф ое О, 
что представляетъь дифференщальное уравнен1е поверхностей вращен!я; оно выра- 
жаетъ, что нормаль встр$чаетъ ось. Если предположить ось поверхности совпадающей 
съ осью =-овЪ, То 


а= 0, 6=0 т=0, п=0, 


и дифференшальное уравнен1е приметъ видъ: 


Е" 
У ‘ах Ау 





— 0; 
уравнете въ конечномъ видЪ, въ этомъ случа», есть 
2 = 9(2* —- у"). 


$ 205. Коноиды. — Коноидъ есть поверхность, образуемая движен1емъ н$которой 
прямой, скользящей по данной прямой параллельно неподвижной плоскости. 

Примемъ за неподвижную плоскость, параллельно которой должна перем$щаться 
производящая, плоскость ХУ и зададимъ уравнешями х ==т12, у="г ту прямую, по 
которой она скользитъ. Уравнен1я производящей будутъ вида: 


а=1, у=а-- В; 
чтобы она встр$чала направляющую, должно существовать равенство: 
ААА не 
747] — Ту — В, 
и, слФдовательно, уравнен!я производящей примутъ видъ 


2=1, УФ" =0(5— т); . (1) 


чтобы Лвижене было опредБленнымъ, необходима зависимость между а и 1, — напр., 
пусть 


у= (а); | (2) 
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исключая хи 1 изъ уравневий (1) и (2), получаемъ общее уравнен!е коноидовъ: 


[у— иг \ 
\х— тё/` 


< 


-© 


Дифференцируя его по х, зат$мъ по у, находимъ: 


42 (2 
#9 (@—тг) —(у— 12) (1 —т— и 





42 __ ах) „[у— а \ 

аа" (д т (==), 
(1-я $ (х— тг) ие — #2) 

42 ау „У — па \ 

уе > -® (д — т2)? Е 


откуда, по исключенш фи н$которыхъ приведет, 





(х — тг) 2 = (у— яз < ау = 


что представляетъ дифференщальное уравнене конондовъ. Если принять за директрису 
ОСЬ 2-ОВЪ, ТО м —=0, и —=0; уравнеше въ конечномъ видЪ будетъ: 


о 4 0 
(45 РИ | 


© 


а дифференщальное: 


$ 206. Дифференщальныя уравнен1я разсмотр$нныхъ поверхностей до сихъ поръ 
были перваго порядка; т поверхности, которыя намъ остается еще изслБдовать, 
имфють дифференщальныя уравневя второго и третьяго порядка; для упрошевя 
введемъ слБдующее обозначеше, обычное въ вопросахъ, относящихся къ теори 
поверхностей. 

Если уравнен!е поверхности есть 


2 — (т, У), 
то будемъ полагать 


42 ее СО Садь кОм №. Еж, ^ О 
ат — № ЧТ ая” ау =» тЫ 


м 


[27 


и, слфдовательно, 


42 —рах-- 94у, | 
фа = тах" -|- 2захау —- у”, 
ф ,. 4 949 _, 944 __ 
ах ’ у 4 ^^ ау 


26* 
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$ 207. Поверхность, образуемая движенемъ н$которой прямой, скользящей по непо- 
движной прямой.—Примемъ за неподвижную прямую ось г-овъ; уравнен1я производя- 
щей— вида: | 


у=Щх, 2=ах- 65. 


Чтобы эта прямая образовала опред$ленную поверхность, нужно, чтобы а и 6 были 
данными функщями отъ 1; полагая 


а=я@, 5=40, 


пишемъ уравнен1я производящей въ видЪ: 


У—1а, г=29%(1)-- ХУ) (1) 
откуда, по исключети т, 
АЕ 
2=2%(* = (2. (2) 


это— общее уравнете разсматриваемыхъ поверхностей; оно содержитъ двЪ произволь- 
ныя функши. Для исключеня © и можно было бы, согласно изложенному методу, 
составить производныя отъ уравнения (2) по хи по у, но проше и изящные про- 
дифференцировать уравневая (1), считая х и у за перемфнныя, а 1 за постоянную. 
Это приводить къ раземотр$ю на поверхности двухъ безконечно-близкихъ точекъ, 
расположенныхъ на одной и той же производящей; такимъ образомъ получаемъ: 





ау —={ах, 42=95(1) 4х. (3) 
Въ послфднемъ уравнении замфняемъ 42 черезъ р4х-|-44у, затёмъ дЪлимъ на 4х и, 
замфчая, что, по уравненямъ (3), 2 — т =^, находимъ: 
у 1 
р =$(3). (4) 


Чтобы дв функции, р Е И : зависЪли одна отъ другой, необходимо и доста- 
точно (5 73), чтобы ихъ опредфлитель равнялся нулю, а это сводится къ пропорщо- 
нальности ихъ производныхъ, такъ какъ здЪсь дфло идетъь о двухъ функшяхъ отъ 
двухъ перем5нныхъ; такимъ образомъ, уравнеше (4) равносильно сл5дующему: 


а(р+4*} а 


з [< 
—— 


————— ось. 





ов д 
ва) (1) 





ау Чу 
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а 9 
т 4. 9 


ее 
а 


или, послЪ приведения, 


12-25 —- тд? = 0; 


это—дифференщальное уравнеше разсматривасмыхъ поверхностей: т, $, # обозначаютъ 
здЪеь производныя второго порядка, опредФленныя выше. 

$ 208. Косыя поверхности съ направляющею плоскостью. — В.осою поверхностью съ 
направляющею плоскостью называется поверхность, образуемая движенемъ прямой 
параллельно неподвижной плоскости. — 

Принимаемъ за плоскость ху неподвижную плоскость, носящую назване на- 
правляющей плоскости; уравнеюя производящей: 

2=1, У=ой-— В, 

гд$ хи В функци отъ 1, видъ которыхъ опредфляетъ частную поверхность. По- 
этому можно положить 


«= (1), В=\1); 


и, значитъ, общее уравнене косыхъ поверхностей съ направляющими плоскостями 
будетъ 


у= (2) = (2); (1) 


дифференцируемъ это уравнене, оставляя 2 постояннымъ, 


Чу — 429 (2); (2) 
кромЪ того, при = постоянномъ 
0 — рах —-94у 
и, сл5довательно, 
ЕЕ 
ах а’ 


а это придастъ уравненю (2) слБдующий видъ: 
в-- 9? (2) =0. 


По этому равенству отношене > есть функщя отъ 2; для этого необходимо и 
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достаточно, какъ мы только-что говорили въ предыдущемъ параграфЪ, чтобы ихъ 
праизводныя были пропорщональны, т.-е. чтобы 





ий 
С о а: 
4х __ ах 
о, 
С я ау 
Чу 
ИЛИ 
—зр._ Р 
—№ @’ 


а по освобождети отъ знаменателей 
г“ — 2р48 —- 12° = 0; 


это—дифференщальное уравнен!е косыхъ поверхностей съ направляющею плоскостью. 

$ 209. Развертывающияся поверхности. — Мы опред$лимъ развертывающуюся по- 
верхность, какъ огибающую положен!й подвижной плоскости. Мы уже нашли (8 112), 
что уравнене такой поверхности получается по исключени я изъ двухъ уравненй 
ел5дующаго вида: 





«у @--ЕО), (1) 
0= 49 (а) -- уу(а)-- Е“а). (2) 


Чтобы исключить произвольныя функции, дифференцируемъ первое изъ нихъ по х 
и принимаемъ во внимаше второе: 





[2 р 
ен). (3) 


дифференцируя то же уравнене по у и принимая во внимаше второе, находимъ: 


42. 
ии (4) 
такъ какъ 1 И 2; — функции отъ одной и той же перемнной а, то можно исклю- 
чить х изъ двухь уравнений (3) и (4) и тогда получится соотношене вида: 
42 42 
== (ду). 


т.-е., по принятому нами обозначен!ю, 


р=Е(@). = (5) 
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Чтобы исключить функцию Е, дифференцируемъ уравнение (5) по 7, затёмъ по и: 


"—=Е (1), 
$=Е (4), 
откуда 
зЁ — 52; 


это —уравнене въ частныхъ производныхъ резвертывающихся поверхностей. 

$ 210. Веякая развертывающаяся поверхность есть геометрическое м%ето каса- 
тельныхъ къ кривой, называемой ребромъ возврата этой поверхности. Принимая это 
свойство за опредвлете, можно придти къ тому же самому дифферентальному 
уравнен!ю. 

ДЪйствительно, уравнен1я касательной къ какой-нибудь кривой будутъ: 


в — 2 = ы - — 4), ы 


С 
и—у=. (1—2), 


гд6 2 и у суть функши отъ х, опредфляемыя уравнен1ями кривой. Такъ какъ буква х 
обозначаетъь здфеь параметръ, то замфняемъ ее буквою а; кром$ того, для полной 
аналоги съ предыдущими задачами замфняемъ & и, +, координаты точки поверхности, 
буквами х, 9, д аги у функщями <(я) и %(<); пишемъ: 


® — (а) == Ф (2) (1 — о), (2) 
У— 9(2) = + (а)(% — з). 


Отсюда нужно исключить а и произвольныя функщи ©. и %. 
Дифференцируя оба уравненя (2) по х, находимъ: 


оно аниье-5ё 


— а) Че =) (1—9) Фе -—94: 


Ча 
изъ этихъ двухъ уравненй исключаемъ ты 


42 
ах в (а) че ть Я (а); ) 





42 
такимъ образомъ, зависитЪъ только отъ «. Такъ же увидимъ, что А зависить тоже 


2 
только отъ а. Изъ этого заключаемъ, что существуетъ, какъ и въ $8 209-мъ соотно- 
шене вида: 

ЧЕ 43 \ 
а — ` (в) 
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изъ Котораго выводимъ, подобно предыдущему, 


[2 ) __ 422 8 
\Чхау) 42 ау’ 


6 211. Послфднее уравнен!е можно получить еще и другимъ путемъ. Касательная 
плоскость къ развертывающейся поверхности — одна и та же по всей длин произ- 
водящей. Ищемъ, вообще, условя, при которыхъ одна и та же касательная плоскость 
къ поверхности имфла бы безчисленное множество точекъ соприкосновения. 

_ Уравневе касательной плоскости въ точкЪ, координаты которой х, и, =, есть 


га =ри— 4—9) 


при безконечно-маломъ измфненши ‹х, /, 2, чтобы плоскость оставалась тою же самою, 
2 „_ 8 (2 ы 
необходимое, чтобы -_ и Ри не изм$нялись, т.-е. чтобы ихъ дифференшалы равня- 


ЛИСЬ НУЛЮ; слфдовательно, будутъ одновременно равенства: 


(22 а 72 (22 
а) — Иа 
} — ая С аху ‘9 атау Г ат Чу; 
приравнивая другъ другу оба значен1я 42. находимъ: 
(22 42 / 422 \* 
—— № ль В 
422 Л? р) (1) 


Такимъ образомъ, если касательная плоскость касается поверхности по непре- 
рывной лиши, то предыдущее уравнене будетъ удовлетворено во всзхъ точкахъ этой 
линш. Съ другой стороны, если поверхность есть геометрическое м$сто ряда ливйй, 
вдоль которыхъ касательная плоскость остается одною и тою же, однимъ словомъ 
если она—огибающая положен!й подвижной плоскости, то уравневше (1) должно имфть 
место въ какой-угодно точк$ поверхности, иначе говоря, оно будетъ дифференщаль- 
нымъ уравненемъ этой посл$дней. 

Замфтимъ при этомъ, что геометрическое истолковате уравнен1я (1) весьма 
проето; въ самомъ дфлЪ, это уравнен!е можетъ быть написано въ видЪ: 


и 
ев ^ 
т.-е 
№ 94 
ах __ Ч, 
р 4 ` 


у 
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суБдовательно, оно выражаетъ, что производныя функшй р и 4 пропоршональны и, 
значить, зависятъ одна оть другой, иными словами, существуеть соотношен!е вида: 





р = (4). 


Изъ этого соотношеня между двумя коэффищшентами уравнен!я касательной плоскости 
видно, что если требустся провести къ такой поверхпости касательную плоскость 
параллельно данной, то задача становится вообще невозможного. 

$ 212. Линейчатыя поверхности. — Бол$е общее уравневе поверхностей, образуе- 
мыхъ движенемь прямой, является, очевидно, сл5детыемъ исключеня параметра а 
изъ двухъ уравнен!й вида: | 





2 — 25(а) а 
о, о) 
у — 24/4) — «(9). 
Дифференцируемъ оба эти уравненя, оставляя « постоянною; находимъ: 
4 — «(а)ах. | 
2(&) 7 ( (2) 
Ау = а) ах. ] 
А такъ какъ 
42 — рах -|- 9ау, | (3) 


то первое изъ этихъ уравнев!й, по раздБлени на 4х и замфнЪ производной ее ея 


значетемъ (<), перейдетъь въ слфдующее: 

р-- аа) = +(@); (4) 
дифференцируемъ вновь, оставляя яч по-прежнему постоянною; находимъ: 

@р -- 44а) = 0, (5) 


„ах зу | аубах Ру) =0, | (6) 


же (1) : ь 
или, по раздфлети на @х и замфнЪ производной р; ея значешемъ, 


+ о) -- ад -- вар = 0; (7) 


дифференцируемъ еще разъ, оставляя х постоянною и замЪфчая при этомъ, что 


ак 2 
@ — —тз—@х иде“ У, 
о о 201 ФУ 
4 у Ч 5% ти 
(82 
о Ия 
(Ц да Чт - Чу; ) 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЗИСЛЕЩЕ 7 
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находимъ: 


[и 


(= а 8 ч(а) [ах в 
а ее 5 зая | 


аз `` | ажау га }-+ 
(а)! т ах -—- а од Чу) Я (8) 


а Ат. : 
замБ5няя производную = ея значетемъ %() и исключая затЗмъ %х) изъ уравнений 


(7) и (8), получаемъ дифференцальное уравнеше линейчатыхъ поверхностей; это урав- 
нен!е-—третьяго порядка. 

$ 213. Каналообразныя поверхности. — Каналообразною поверхностью называется 
отибающая поверхность различныхъ положений сферы постояннаго радуса, центръ 
которой движется По какой-нибудь кривой. Мы видЪли ($ 113), что уравнене такой 
поверхности получается посредствомъ исключешя параметра « изъ уравнен/й: 


(в — а) [у — $(®)р-- [в — ар =а, = (1) 
2—«-—- [у — 9()]$ (а) [в — (<) $ (а) = о. (2) 


Чтобы исключить произвольныя функши хи %, дифференцируемъ сначала урав- 
неше (1) по х, оставляя у постояннымъ, зат$мъ по у, оставляя х постояннымъ. При 
этихъ обоихъ дифференцированяхъ члены, происходяшще отъ измЪненя а, исчезнуть 
въ силу уравненя (2). 

Тавимъ образомъ мы получимъ: 


(в — 5) + — а) =0, (8) 
(е— в) Ну—$@=0: (4) 


отсюда, замфчая, что $(*) необходимо есть функщя отъ %(), выводимъ: 
де 48 :, 
ее -==Е|(@— 4 {у|, (5) 


гдЪ К есть новая произвольная функщя, видъ которой зависить отъ вида $(«) и а). 
А такъ какъ уравнения (3) и (4), совмБетно съ первымъ, даютъ: 


С 
и :+ (+ (=) 


то уравнене (5) можетъ быть переписано въ видфЪ: 


в — © — 


д р а 
ал аи 


ИНЬ. - ——-- м =Е И р (6) 
У 1+ (&} + (№) У 1+ (+ (#7 
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Чтобы исключить эту функщшю ГЕ, нужно продифференцировать предыдущее уравнене 
по т, затЪмъ по у; исключая же Е' изъ двухъ полученныхъ уравнев!й и принимая 
во внимане предыдуция обозначеня, получаемъ: 


а? ("1 — 3?) аут-р?- 4? [а -- 4?" — Эраз- аа - 42) =0. (7) 


Уравнеше (6) выражаетъ геометрическое свойство поверхности, вытекающее не- 
посредственно изъ опредЪлен!я; въ самомъ дЪлЪ, а Вы /— ЖЕ. 

| И1- 2+4 И1- 2+4? 
ставляютъ координаты точки на нормали въ разстояни, равномъ а, отъ соотвфтствен- 
ной точки поверхности. Выведенное соотношете между этими двумя координатами 
показываетъ, что геометрическое мВсто полученныхъ такимъ образомъ точекъ есть 
кривая, а не поверхность, какъ непремнно случилось бы, если бы такое построеве 


было произведено на поверхности другого рода. 





пред- 


ЗАМЪЧАТЕЛЬНОЕ ВВЕДЕНТЕ ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНАГО УРАВНЕН1Я ВЪ ОДНУ 
АРИОМЕТИЧЕСКУЮ ЗАДАЧУ 


$ 214. Разсмотримъ два какихъ-нибудь числа т и п. Составляемъ изъ нихъ 
два другихъ п, и я, служащихъ для первыхъ соотвЪтетвенно среднимъ ариеметиче- 
скимъ и среднимъ геометрическимъ; другими словами, полагаемъ: 





п, =У тп; 
надъ 1, и п, производимъ тЪ же дЪйствя, что и надъ т и я, и полагаемъ: 
_ жи, 
9. о 2 


в, — Ут, т; 


7 





продолжая безконечно эти дЪйствя, составляемь рядъ чиселъ т, п., т, п. ..., КО- 
торыя, какъ въ этомъ не трудно убЪдиться, идутъ непрерывно сближаясь; требуется 
‚ найти предфлъ при безконечномъ повторени предыдущихъ дЪйствй. 

Эта любопытная задача въ первый разъ была рёшена Гауссомъ. Впосл$детви 
Борхардтъ связалъ ее весьма изящно съ дифференщальнымъ уравнешемъ при помощи 
разсуждеюй, съ которыми мы сейчасъ и познакомимся. 

Пусть ®х есть искомый предЪль; ®, очевидно, зависить отъ т и п. Полагаемъ, 
поэтому, 


и — /(т, п); 
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изъ опредБлен1я « вытекаетъ также, что 
@ — {(7., 8); 


кромЪ того, если умножить т и на одно и то же число /, то вс послЗдовательно 
выведенныя числа 1, п, т., п., ..., Не исключая и ®, умножатся на /; зпачитъ, © 
есть однородная функшя первой степени отъ + и п и, слЪдовательно, 


ь 7) . 721 
— 7 и —. у 7 А” ыы 
= =, :) 


71 


7 
Полатаемъ —- =, — 
17% 77. 


. п \ 1 ы 
—=.,... и обозначаемъ функцио Д эт через -,-; обозна- 


д г 1 
чая подобнымъ же образомъ И черезъ и имфемъ, очевидно, 
1/ 1 


ИЕ Е (1) 


далЪе, такъ какъ х, связано съ х уравненемъ: 


_ Уз 


2 «т 1+ х ) | (2) 
то изъ уравневюя (2) выводимъ: 
а _ 1 (ааа) 
ах р ух 5(х — 23) : 
и изъ (1): + 
а О ет 2 
а ат Г та ах 4, 


Чт р ь 
замняя производную Е ея значетемъ и освобождаясь отъ знаменателя х — 12°, по- 
лучаемъ: 

4 2%(х — 1) д 
— жа Е >> | : ___ д^ 3\ 991 


откуда, взявъ производныя отъ обфихъ частей по х, найдемъ: 








ау х(х —1) 
4(х — 2*) —— и 
(7 >Я: —9у ыы, --х -|- 22(7—1) ау Ч [77 од 3 Чун | 
4х Г’ 1 4х 1 +х Чл ах ' ‘7 1 а. 
„. 4 
| (г — 9) др а 
г. 


а | 
Не трудно замфтить, что по замЪн$ производной га ея значенемъ два члена, содер- 


213 


Чу 
жание множителемъ ЗЕ взаимно уничтожаются; вычитая ху изъ обфихъ частей. пе- 
Г 
реписываемь это уравнене въ сл5дующемъ видф: 


„ ау 
3). 9. — ЖЗ)“ 
) дд а 1 —х а (т, 5) фт 








4х аду о Чт, 








и 


Если, въ этомъ уравнеши, х измфнить на х,, то 2х, перейдетъ въ х,; если затВмъ г, 
измЪнить на х,, то х, перейдетъ въ х., и т. д.; поэтому, полагая 


С 
((х — 23) — Е 


—— —2=0(), 
будемъ имЪть: 


1—%. 1 —х 1 —х | —х 
Бе ——®— 


ес ==. —— (у); 
+9 1+2) У 2, (1-х) Ух, ау, 





но если и увеличивается безпред$льно, 1 — г, стремится, очевидно, къ нулю; въ та- 
комъ случаЪ 
(1) =0 


и, сл$довательно, у удовлетворяеть дифференшальному уравненио: 


(«— Рая) фм =0 


Не имЪБя возможности останавливаться здЪеь на сл$детыяхъ изъ полученпаго резуль- 
тата, мы веё-же полагали невозможнымъ пропустить столь замфчательное приложете 
анализа въ главз, посвященной составленио дифференщальныхъ уравнен!й. 


Полныя ДИФФЕРЕНЦ!АЛЬНЫЯ УРАВНЕНТЯ 


$ 215. Дифференщшальныя уравненя, которымъ удовлетворяютъ функции отъ н%- 
сколькихъ независимыхъ перем$нныхъ, имфютъ мЪсто между функшями и ихъ 
частными производными. Иногда изслфдоване приводится къ другого вида уравне- 
нямъ, имъющимъ мЪсто между дифферениилами независимыхъ перем$нныхъ и диф- 
‘феретиаломь зависящей отъ нихь фувкци. Мы видфли ($ 57), что если = есть функ- 
ця оть хи у, то существуетъ уравнете первой степени между дифференщалами 
ах, ау, 42, изъ которыхъ два остаются произвольными и опредФляютъ третй; урав- 
нене этого вида 
Раз -- дду-- Ваз = 0, (1) 


ГВ Р, ©, В — данныя функщи отъ х, у, 2, называется полнымь диф ференцальнымь 
уравиещелмь, 
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Дифференщальное уравнеше (1) очевидно отличается отъ уравнешя къ частныхъ 
дифференщалахъ. Въ самомъ дфлЪ, въ уравнеши (1) 4х и 4у— произвольвы, ихъ 
можно предположить равными посл5довательно нулю и тогда 


ен, да, 

а В? ау. = У 
такимъ образомъ. изъ уравнения (1), изъ одного, могутъ быть узнаны обЪ частныя 
Аг ЧЕ 
производныя И - ея между которыми уравнеше въ частныхъ произволыхъ даетъ 


только одно соотношене. 
$ 216. Введеше частныхъ производныхъ перваго порядка отъ функщи съ двумя 
перем$нными позволяетъ, какъ мы видфли ($ 197), исключить произвольнуто функцио; 
разыскате же уравневя между НИЕ даеть возможность исклочить только 
постоянную. | 
Пусть Е(х, У, г, С) =0 есть соотношете между х, у, 2 и произвольною по- 
стоянною (С. Отеюда выводимъ, между дифференщалами, единственное соотношете: 


аЕ 
ах 


а „9 а >. 


которому они подчинены; результать исключеня С изъ этого и даннато уравнен1й 
есть вполн$ опредфленгое уравнене вида: 


Рах -- дау-- Ваг =о0. 
$ 217. Уравневе вила: 
Рах- дду-- Ваг =о0 (1) 


не всегда соотвЪтствуетъ какой-нибудь зависимости между х, у, г. Не трудно зам%- 
тить, что для этой пфли функши Г, ©, В должны о ачь нЪфкоторому не- 
обходимому условю. Въ самомъ дЪлЪ, изъ. уравнен1я (1) выводимъ: 


& =— 1 — ® ау, (2) 
откуда 
в=-т, щ=-& () 
и, слБдовательно, 
а. Е (4) 


а такъ какъ Р, Фи Е содержатъ 2, предположенное функщей оть 2 и 1, то 
аа 2% 4% 


Е В 42 Че 
и Е +2: 
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‚2 (2 
замбяяя 9: и =), Ихь значенмями (3) и упрощая, находимъ: 


——_ 


(а __ О (ай аР\) | р [аР @а9 
\ 4х Чу) | \ @х 42] ' 


у О (5) 


это уравнене должно имЪть м$ето при вс$хъ значеняхъ 5, у и 2, удовлетворяющихъ 
данному уравнеюю. Могутъ представиться два случая: или уравнене (5) — тождество 
и тогда услоне, очевидно, выполнено, или оно устанавливаетъ нЪкоторое соотношен!е 
между х, у и 2, которое должно быть искомымъ, и если уравнене (1) не есть слд- 
ств1е уравнения (5), то, значитъ, оно невозможно. 

Пусть, напр., дано уравнене: 


(бху?2 — Бу23) 4х —— (52?у2 — 412?) ау —- (42° — 6х2) 42 = 0; (6) 


составляя уравнене (5), видимъ, что оно — тождество. По предыдущей теории тогда 
можно поставить вопросъ, какому соотношен!ю между х, у и = соотв$тствуетъ урав- 
нене (6). 

Пусть еще дано уравнен!е: 


(2 — у)ах + хау--(у— #4 =0; _ (4) 
уравненше (5) будетъ: 
а—х— у=0. (В) 
Отсюда выводимъь: 
42 = ах -—- ау, (С) 


и такъ какъ значешя 2 и 42 изъ уравнен!й (В) и (С) обращаютъ уравнеше (4) въ 
тождество, то изъ этого должно заключить, что уравнеше (4) возможно и что оно 
имфетъ единственное рБшеже: 


2—1 —- у. - ` 
Пусть, наконецъ, дано уравнене: 
гах — у4у — уаз = 0; 


уравнене (5) въ этомъ случа будетъ: 


И Такъ какъ г —=0 не представляеть ршен!я даннаго уравнен!я, то это послднее 
невозможно и не соотвфтствуетъ никакой зависимости между х, у и 2. 
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$ 218 Предыдущие выводы могутъ быть обобщены. Уравнене между чстырьмя 
перем$нными 2, 9, 2, и п произвольною постоянною даетъ, черезь исключеше по- 
стоянной, полное дифференщальное уравнене вида: 


Раг-- Фа -|- Наз + и =0, и 


но, при этомъ, между фунющями ГР, 9, В, в должны существовать н%Ъкоторыя не- 
обходимыя соотношеня. Въ самомъ дЪлЪ, разсматриваемъ въ уравнениг (1) н, какъ 
функцио отъ независимыхъ перем$нныхъ х, 1, 2, и замфняемъ @и.его значетемьь: 


а Чи р, + д.4 а |5. 


4х (2 


такъ какъ 45, ау, 4: — произвольны, то коэффишенты при нихь Должны быть по 
нулю и, слЪдовательно, уравнете (1) заключаетъ въ себЪ три слБдующих: 


Р-Я =0, 


аи = 5 


В-- 89 = 


Р$5шаемъ эти ураввеня относительно частныхъ производныхъ отъ и и полученныя 
значен1я вносимъ въ равенства: 


С (аи 4 Г4и\ 
ау \42) аз (ау) 


а: (9%) = а 9» 

42 аи] — (т ? 
32 (9) 
4х ‘аг) — 42 4») ) 

опуская взаимо-уничтожающиеся члены, находимъ: 


ар _409\ | 0/48 _аР\ | р/40__ а5\ _ 
5 ( + “(а — аи] 1 бы и) =0, 
40 ав\ [48 а9 ав 45\ _| 
ети) НН (у — 8) 9 (м) = 
ав _аР\ / ъ/45 _ ав) „(ар а8\ _ 
5 (а, — С (2 — м) РА (м — в) =0; 


эти три уравнеюя должны удовлетворяться тождественно, чтобы уравневше (1) могло 
быть выведено изъ соотношен1я между х, у, 2, и и произвольною постоянною. 

$ 219. Когда р перемфнныхъ 2, х,, ..., , связаны т соотношен1ями, содержа- 
щими 8" —1 произвольныхъ постоянныхъ, то можно исключить эти постоянныя 
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межлу данными уравнетями и ихъ полными дифференщалами;: результатъ такого 
исключешя. очевидно, будетъ вида: 


Х а -- Хах,-- ... — Ха, =0.. (1) 


Обратно, если дано подобное уравнеше, то, разсматривая въ немъ р— и перемЁн- 
ныхъ, какъ неизв5етныя функщи отъ п остальныхъ, можно написать непосредственно 
» уравнений, представляющихъ „необходимое сл$дстве, какъ бы въ нфкоторомъ род 
видоизмвнеше уравнетя (1). Если, напр., 2, х., ..., Х›_„ СУТЬ функЩи ОТЪ 2,4, 
., №», ТО | 


р—п-1-2 ) 


(и. — аеь,, ах Е 
1 ах р 
""р—и--1 р п? 


ат 
(т па —- ..о’ — Е ( 
Ч, 


и . 


зам$чая, что и друпе дифференщалы выразятся такимъ же образомъ, мы можемъ 
зам5нить ихъ въ данномъ уравневи этими значен1ями и приравнять нулю коэффи- 
щенты при я произвольныхъ дифференщалахъ (х,—„41, Чьи, ..., @т,.—Получится 
я уравнеюшй между р — п неизв$стными. Если п равно или меньше р— п, то нфтъ 
никакого необходимаго условя между коэффищентами. Х,, Х.,..., А,; въ против- 
номъ же случа$ эти функщи подчиняются услонямъ. къ которымъ мы еще вернемся. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Исключить постоянныя а и б и составить дифференщальное уравнен!е второго порядка, 
которому удовлетворяетъ функшя у, заданная уравнешемъ: 


ху —= че? фе". 


2. Исключить а 6, с, 4 и составить дифферевщальное уравнен{е третьяго порядка, которому 
удовлетворяетъ функщя у, заданная уравненемъ: 


ас - 667 = се? + ае`®. 
Отв. 
т (и) т | 1 — з 49 [94/\? 
ал? Г \ах ах’ [2 | — “ах \а5'] ^ 


3. Исключить произвольную функщю изъ уравнения: 


и вывести уравнев1е въ частных производныхь; 


а Е 5 
иг те 


ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕШЕ 23 
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4. Исключить произвольныя функши изъ уравнен1я: 


2 = #4(ах -- 69) + уках -- ву) 
и вывести уравнене: 


: 2: 


(2 о 
а 28 2а6 а.“ Ь 


и 


аз? — 9. 





5. Уравневе: 
2 — 92 -- Г(у)|, 


въ которомъ фи {— произвольныя фувкщи, заключаетъ въ себф уравненте: 


——ы—ы3ы"—ы— =——=—- —- 


6. Исключить произвольныя функщи изъ уравневя: 


— у! _9/. _ (#). 


Отв. 
Ф2 42 2 42 де 
у и: бы о. 
ы даа 299 ду 9 ат ” а ТУ а и 
7. Исключить произвольныя функции изъ уравненля: 
2 = (х -- у) 243(1 — У). 


Отв. 


22, @ 42 _@#_ 9 еее 
2 Г Ру фай 9 вру а ат 
8. Дано: 


2 = $(о) — 24'(а) $8) + #90), 
ЗИ: >. 
АЕ: 
В: 


2. 


ё ъ® пит к ,- я 
Исключить произвольныя функщи ф и % и составить дифференщаль уравнее' ВЪ ЧаСТНЫХЪ 
производныхъ: 


2 4 _ 3 аё _ 
а? 4’ ха’ 


которому удовдетворяетъ 2. 
9. Дано: 


у- < — (а), 


7 
# == д 
6 
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Составить диффереишальное уравнев1е въ частныхъ .. (НЫХЪ: 
42 а2\ __ де \2` 42 \2 
ое) (= + (=) 7+ [1+ (5 |, 


которому удовлетворяетъ 2. 
10. Изъ уравневй: 





> фроте _ М Ш 
(а) (а) да‘ 
у (2 - «4 (а)] =0 


черезъ исключене произвольной фувкши +(2) вытекаетъ: 


[-_ 42 \\2, а _ 
|" 7) т а 80. 


С ВНИИ 


